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Introduction ge´ne´rale
Les e´coulements de jets ont e´te´ intensivement e´tudie´s au cours des dernie`res de´cennies
en raison de leur forte pre´sence dans un grand nombre de proce´de´s industriels tels que les
re´acteurs chimiques, les chambres de combustion, la climatisation, l’isolation des chambres
froides et des meubles frigorifiques ou encore dans les moteurs d’automobiles. Le me´lange
carburant/comburant est par exemple traditionnellement obtenu par des injections de carburant
liquide sous forme de jets. Une bonne compre´hension des e´coulements de jets doit permettre
d’ame´liorer le me´lange et par suite la combustion dans les moteurs thermiques. Cela conduit a`
diminuer les e´missions de CO2 dans l’environnement.
Les jets coaxiaux qui font l’objet de ce travail de the`se, constituent un cas particulier de
jet axisyme´trique. Ils sont souvent rencontre´s dans les bruˆleurs industriels dans lesquels le
comburant et le carburant sont mis en contact sous la forme de jets coaxiaux. Cette technique
permet d’ame´liorer le me´lange et la stabilite´ des flammes. L’introduction d’une rotation dans le
jet annulaire permet d’ame´liorer davantage le me´lange et donc l’efficacite´ du dispositif. C’est
a` cette configuration de jets coaxiaux tournants que nous nous sommes plus particulie`rement
inte´resse´s. Dans le cadre de ce travail seul le jet annulaire est mis en rotation (JCAT).
Cette configuration d’e´coulements cisaille´s est potentiellement le sie`ge d’instabilite´s primaires
de type Kelvin-Helmholtz et secondaires de type centrifuge qui se de´veloppent a` l’interface entre
les deux jets et s’amplifient en s’e´loignant de la buse. La rotation introduite dans le jet exte´rieur
donne naissance a` des structures tourbillonnaires complexes. La dynamique de cet e´coulement
est particulie`rement riche comme en te´moigne la varie´te´ de mode azimutaux dominants (modes
les plus instables) rencontre´s lorsque les parame`tres de l’e´coulement (nombre de Reynolds,
rapport des vitesses des jets et taux de rotation) sont mis en jeu. Sous certaines conditions, la
rotation peut aller jusqu’a` induire des phe´nome`nes fortement non-line´aires tel que l’e´clatement
tourbillonnaire. Ce phe´nome`ne ne fera pas l’objet de cette e´tude.
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L’e´tude des jets coaxiaux pre´sentant une rotation du jet annulaire (JCAT) ne´cessite la mise
en œuvre d’outils expe´rimentaux et nume´riques performants en raison de leur dynamique a`
la fois riche et complexe. Ainsi, l’objectif de ces travaux de the`se est l’e´tude de la stabilite´
line´aire du JCAT. Cet e´coulement e´tant non paralle`le, l’analyse de sa stabilite´ ne´cessite une
approche globale, ce qui a e´te´ jusqu’a` maintenant le cas de relativement peu d’e´tudes. De plus,
a` notre connaissance, les profils de vitesse pris comme solution de base ont toujours e´te´ des
profils analytiques et il n’y a pas d’e´tudes de stabilite´ globale de jets coaxiaux utilisant des
profils d’origine expe´rimentale comme nous l’avons propose´ dans le cadre de ce travail. L’e´tude
nume´rique mode´lisant l’e´coulement re´el permet de confronter les re´sultats de la stabilite´ aux
re´sultats obtenus expe´rimentalement.
Ce me´moire de the`se est compose´ de cinq chapitres. Le premier chapitre pre´sente la dyna-
mique des jets coaxiaux ainsi que les diffe´rents types d’instabilite´s qui apparaˆıssent dans la
configuration du jet e´tudie´e. Apre`s un bref rappel de la stabilite´ hydrodynamique et de ses
approches locale et globale, nous pre´sentons quelques re´sultats des travaux ante´rieurs sur les
effets de la rotation et du confinement sur la dynamique du jet en ge´ne´ral. Une riche litte´rature
existe pour ce type d’e´coulement mais elle est plus succincte pour les jets coaxiaux. Enfin, la
dynamique de l’e´coulement e´tudie´ est pre´sente´e ainsi que les techniques applique´es pour son
e´tude.
Le deuxie`me chapitre est consacre´ aux me´thodes expe´rimentales utilise´es pour l’e´tude du
JCAT. Nous de´crivons dans un premier temps le dispositif d’essais permettant de ge´ne´rer deux
jets coaxiaux avec des vitesses de´bitantes diffe´rentes. Nous pre´sentons ensuite les techniques de
visualisation et de mesure utilise´es.
Nous exposons dans le troisie`me chapitre de ce me´moire les visualisations de l’e´coulement
par tomographie laser. Ceci nous permettra d’avoir une ide´e sur la dynamique du JCAT et
sur l’influence du nombre de Reynolds, du rapport des vitesses et du taux de rotation sur cet
e´coulement. Nous pre´sentons ensuite les re´sultats des champs de vitesses moyens et fluctuants
mesure´s par ve´locime´trie par imagerie de particules (PIV) dans le plan me´ridien et dans les
plans transversaux de l’e´coulement. Ce sont les champs moyens obtenus a` la sortie de la buse qui
seront utilise´s pour construire l’e´tat de base non paralle`le qui fera l’objet d’une e´tude nume´rique.
La me´thode de calcul nume´rique de´veloppe´e dans le cadre de ces travaux de the`se est
de´crite dans le quatrie`me chapitre. Elle fait appel a` une approche pseudo-spectrale pour la
re´solution du syste`me d’e´quations associe´ a` des conditions aux limites dans la direction axiale
et radiale de l’e´coulement. Les termes line´aires de ces e´quations sont e´value´s dans l’espace
spectral de Petrov-Galerkin et de Fourier. La contribution non line´aire des termes est calcule´e
dans l’espace physique. L’inte´gration temporelle est re´alise´e par un sche´ma a` pas multiples
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d’Adams-Bashforth semi-implicite d’ordre quatre. Cette me´thode permet d’e´tudier la stabilite´
line´aire globale de l’e´coulement non paralle`le en utilisant un e´tat de base d’origine expe´rimentale.
Le cinquie`me et dernier chapitre du me´moire est consacre´ a` l’analyse des re´sultats nume´riques.
Il porte sur l’e´tude de la stabilite´ line´aire globale de la configuration de l’e´coulement du JCAT
e´tudie´ expe´rimentalement. L’e´tat de base non paralle`le est calcule´ a` partir des mesures par la
PIV des champs de vitesses moyenne´s dans le temps. La me´thode de calcul nume´rique que nous
avons de´veloppe´e, nous a permis de re´aliser une e´tude parame´trique sur les modes azimutaux et
par la suite de de´terminer les modes les plus instables, leurs taux de croissance temporelle et
leurs fre´quences d’oscillation. La nature de ces modes et les me´canismes d’amplification sont
aussi identifie´s.
La principale difficulte´ de ce travail est lie´e au choix des parame`tres d’entre´e pour la
configuration de la me´thode de calcul nume´rique. Cette me´thode va cependant, permettre
de traiter un e´coulement complexe comme nous venons de le citer pre´ce´demment. Enfin, la
comparaison entre les re´sultats de stabilite´ line´aire issus des deux me´thodes (nume´rique et
expe´rimentale) ouvrent de nombreuses perspectives.
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1.1 Introduction
Les jets coaxiaux ont fait l’objet d’investigation depuis plus de quarante ans. Une partie
de ces e´tudes a pour objet de re´duire le bruit e´mis par un jet rond en ajoutant un jet coaxial
l’entourant [WAA69, DYA71, OF74]. Ces e´coulements cisaille´s ont un inte´reˆt particulier en
raison de la varie´te´ des phe´nome`nes qu’ils mettent en jeu : couches de cisaillement, recirculation,
de´tachement tourbillonnaire et de leur pre´sence dans les applications industrielles. L’introduction
d’une rotation dans les jets coaxiaux est souvent employe´e comme me´canisme permettant de
controˆler ou de promouvoir davantage le me´lange entre deux fluides et dans certaines occasions,
pour stabiliser la zone de combustion. Cette rotation donne naissance a` des instabilite´s centrifuges
qui rendent le proble`me plus complexe. Dans ce chapitre nous allons e´voquer dans un premier
temps les notions de base de l’analyse de la stabilite´ d’un e´coulement, ensuite nous allons
pre´senter les jets coaxiaux et quelques exemples d’applications industrielles ou` ils interviennent,
ainsi que les diffe´rents types d’instabilite´s qui peuvent surgir dans un tel e´coulement, nous allons
pre´senter e´galement une analyse bibliographique sur l’influence de la rotation et du confinement
sur les jets et pour finir nous allons dresser une fiche descriptive de l’e´coulement e´tudie´.
1.2 Stabilite´ hydrodynamique
1.2.1 Pre´sentation
La the´orie de la stabilite´ hydrodynamique a une longue histoire remontant a` Lord Kelvin et
Lord Rayleigh a` la fin du XIXe sie`cle. Cette the´orie concerne la re´ponse d’un e´coulement a` une
perturbation infinite´simale (analyse line´aire) ou d’amplitude finie (analyse non line´aire), figure
(1.1).
Amplitude initiale
de la perturbation
Temps
non line´aire stable
non line´aire instable
line´aire instable
line´aire stable
Figure 1.1 – Stabilite´ d’un e´coulement vis a` vis d’une perturbation
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L’e´coulement perturbe´ est de´fini par ses champs de vitesse u et de pression p ve´rifiant les
e´quations de Navier-Stokes :
∇.u = 0
∂u
∂t
+ (u.∇)u = −1
ρ
∇p+ ν∇2u+ f
Ces e´quations diffe´rentielles non line´aires de´crivent le mouvement des fluides incompressibles
newtoniens dans l’approximation de la me´canique des milieux continus. Elles e´taient e´tablies a`
partir des e´quations des fluides parfaits obtenues par Euler (1707-1783). En 1823, Claude Louis
Navier (1785-1836) ajoute un terme de friction visqueuse aux e´quations d’Euler. La contribution
de Georges Gabriel Stokes (1819-1903) a consiste´ dans l’e´tude des solutions des e´coulements
domine´s par la viscosite´.
Les champs de l’e´coulement perturbe´ (u , p) s’e´crivent comme la superposition des champs
de vitesse U et de pression P de l’e´coulement de base et des perturbations (u’, p’). Ces champs
doivent satisfaire les e´quations de conservation et les conditions au limites approprie´es.
u = U+ u′
p = P + p′
Si les perturbations s’amortissent l’e´coulement est dit stable, alors que si les perturba-
tions s’amplifient et provoquent un changement de l’e´tat de base l’e´coulement est qualifie´
d’instable. Une succession d’instabilite´s peut amener a` une transition vers la turbulence. Dans
les e´coulements de jet et les couches de me´lange, les instabilite´s sont ge´ne´ralement provoque´es
par le cisaillement.
Dans de nombreux cas, les perturbations sont suppose´es infinite´simales par rapport a`
l’amplitude de l’e´tat de base. Ceci permet de simplifier les e´quations gouvernant leur e´volution
en omettant les termes non line´aires (u′.∇)u′ dont l’ordre de grandeur est ne´gligeable devant les
termes line´aires (line´arisation des e´quations de Navier-Stokes autour de l’e´tat de base). Lorsque
l’amplitude des perturbations est finie, de l’ordre de quelques pour cent de l’e´coulement de base,
les effets non line´aires ne sont plus ne´gligeables et la the´orie line´aire ne peut plus pre´dire a`
priori l’e´volution des perturbations. Dans ce cas nous pouvons par exemple, appliquer la the´orie
de Landau.
1.2.2 Concepts lie´s a` l’e´tude de la stabilite´ line´aire dans les e´coulements
ouverts
Nous allons nous placer ici dans le cadre de la the´orie line´aire afin d’e´tudier la stabilite´
d’un e´coulement cisaille´ ouvert 1. Cette the´orie consiste comme nous l’avons rappele´ a` observer
1. Dans un e´coulement ouvert, les particules de fluide entrant, sortent de manie`re permanente du domaine.
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l’e´volution d’une perturbation d’amplitude infinite´simale dans un e´coulement qui peut s’amortir
ou s’amplifier. Lorsque le milieu est de´stabilise´, la perturbation localise´e peut e´voluer de deux
manie`res diffe´rentes, figure (1.2) :
– soit elle croˆıt et se propage en aval de l’e´coulement de telle sorte qu’en tout point de
l’espace, elle finit toujours par s’atte´nuer : c’est le cas d’une instabilite´ convective ;
– soit elle croˆıt et contamine tout l’e´coulement, c’est-a`-dire la perturbation se convecte en
amont et en aval de sa source : c’est le cas d’une instabilite´ absolue.
Notant que la nature absolue-convective de l’instabilite´ a e´te´ mise en e´vidence par les physiciens
de plasma.
(a) (b) (c)
Figure 1.2 – Nature de l’instabilite´ dans un e´coulement : (a) e´coulement stable, (b) e´coulement
convectivement instable et (c) e´coulement absolument instable. D’apre`s Couairon et Chomaz
[CC97]
Le crite`re absolu/convectif de l’instabilite´ de´pend de la nature de l’e´coulement de base
conside´re´. Lorsque celui-ci est paralle`le ou faiblement non-paralle`le, nous pouvons nous contenter
d’une approche locale de la the´orie de stabilite´, tandis que pour des e´coulements non paralle`les,
l’analyse approprie´e est l’approche globale.
1.2.2.1 Approche locale de la stabilite´
La plupart des e´tudes de stabilite´ des e´coulements cisaille´s ouverts font appel a` l’approche
locale. Cependant, pour que celle-ci soit valable, l’e´coulement e´tudie´ doit eˆtre paralle`le ou
faiblement non-paralle`le. Cette approche consiste alors a` ne´gliger la longueur caracte´ristique
transversale y du champ de base par rapport a` la direction longitudinale x. Dans ce paragraphe
nous allons pre´senter des outils et crite`res the´oriques qui permettent de distinguer la nature
absolue/convective de l’instabilite´ d’un e´coulement paralle`le par une approche locale (voir
Huerre et Monkewitz [HM90]). Nous allons nous restreindre ici au cas line´aire. Les fluctuations
sont de´compose´es en ondes e´le´mentaires progressives φ(y)ei(kx−ωt) qui se de´placent avec une
vitesse de groupe vg = ∂ω/∂k, ou` k et ω repre´sentent respectivement le nombre d’onde et
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la fre´quence complexes. La stabilite´ de l’e´coulement est de´finie en introduisant la relation de
dispersion D[k, ω] = 0. Cette relation associe le comportement dynamique de la perturbation
dans l’espace (caracte´rise´ par le nombre d’onde k) et le temps (par la fre´quence ω). Deux types
de solutions de la relation de dispersion sont possibles :
– Les solutions pour lesquelles les nombres d’onde complexes k = kr + iki sont calcule´s pour
une fre´quence ω re´elle, sont lie´es aux branches spatiales k(ω) ;
– Lorsque la fre´quence ω est complexe (ω = ωr + iωi) et est de´termine´e en fonction du
nombre d’onde axial re´el k, toute solution de la relation de dispersion est connue comme
une branche temporelle ω(k).
Le signe du taux de croissance temporel maximal de´fini par ωi,max = ωi(kmax) permet de distin-
guer trois cas de stabilite´ line´aire de l’e´coulement : ωi,max < 0 : le mode est stable, ωi,max = 0 :
le mode est marginalement stable (ou neutre) et ωi,max > 0 : le mode est instable.
Le crite`re utilise´ pour distinguer l’instabilite´ convective-absolue est base´ sur la re´ponse
du syste`me line´aire gouverne´ par la relation de dispersion ou sa diffe´rentielle a` une impulsion
localise´e en x = 0 a` t = 0. La re´ponse a` cette impulsion est donne´e par la fonction de Green
G(x, y, t). L’e´coulement de base est absolument instable si G(x, y, t) tend vers l’infini le long du
rayon x/t = 0 lorsque le temps e´volue (t→∞). L’instabilite´ est de type convectif si G(x, y, t)
tend vers ze´ro le long de x/t = 0 pour t→∞. Le crite`re absolu-convectif peut eˆtre distingue´ en
observant le comportement aux temps longs a` une station donne´e du nombre d’onde k0 de vitesse
de groupe nulle. La fre´quence ω0 associe´e a` k0 (ω0 = ω(k0)) est appele´e la fre´quence absolue. Le
signe du taux de croissance absolu de´fini comme ω0,i = ωi(k0) permet de de´terminer la nature
de l’instabilite´ : le mode k0 est absolument instable si ω0,i > 0 sinon il est convectivement
instable. Il est a note´ que le taux de croissance absolu admet le taux de croissance maximal
ωi,max comme borne supe´rieure ω0,i ≤ ωi,max.
1.2.2.2 Approche globale de la stabilite´
L’analyse et le calcul sont ge´ne´ralement plus simples dans l’approche locale, mais pour
e´tudier avec pre´cision un e´coulement re´el non-paralle`le, l’approche globale est indispensable.
Par conse´quent, beaucoup de travaux et d’efforts the´oriques ont essaye´ d’e´tablir une relation
entre les proprie´te´s d’instabilite´s locale et globale pour les e´coulements faiblement divergents.
Pour ce type d’e´coulements ou` le champ de base varie sur une e´chelle spatiale lente X = εx
avec ε << 1, les concepts de´veloppe´s pour les e´coulements paralle`les peuvent eˆtre applique´s
localement a` chaque position X [HM90]. En particulier, en supposant ε << 1, l’existence d’une
re´gion finie ou` l’e´coulement est localement absolument instable a e´te´ identifie´e comme une
condition ne´cessaire pour l’instabilite´ globale [CHR91, LHC96]. Les re´sultats mathe´matiques
ont montre´ que des oscillations auto-entretenues peuvent surgir dans la re´gion de l’instabilite´
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absolue. La fre´quence d’oscillation du mode global est donc lie´e a` la fre´quence absolue.
Huerre et Monkewitz [HM90] ont lie´ le comportement de l’e´coulement absolument instable
a` celui d’un oscillateur hydrodynamique, figure (1.3)-(a) qui re´agit par une re´sonance a` la
fre´quence propre fp a` toute perturbation initiale. Huerre parle alors d’instabilite´ intrinse`que.
Une approximation de cette fre´quence a e´te´ obtenue par un crite`re line´aire (voir Chomaz
et al. [CHR91]) qui a e´te´ applique´ a` la fois a` des e´coulements faiblement non paralle`les et
fortement non paralle`les. L’exemple le plus ce´le`bre d’un oscillateur hydrodynamique est l’alle´e
de Be´nard-Von Ka´rma´n. Cependant, un e´coulement convectivement instable se comporte comme
un amplificateur large-bande des perturbations exte´rieures lorsqu’il est soumis a` un forc¸age
externe qui permet d’entretenir ces perturbations, figure (1.3)-(b). Il est appele´ amplificateur
car quelle que soit la perturbation d’entre´e, il l’amplifie, mais en absence de forc¸age exte´rieur,
l’e´coulement retourne a` son e´tat de base (comportement extrinse`que) tandis que l’e´coulement
absolument instable est auto-entretenu. Les couches limites sont en ge´ne´ral convectivement
instables.
A
f
fp
forc¸age des
fre´quences par
bruit blanc
forc¸age des
fre´quences par
bruit blanc
A
f
f1 f2
(a) (b)
Figure 1.3 – Oscillateur hydrodynamique (a) amplificateur large bande (b)
Dans le cas des e´coulements fortement non paralle`les c’est-a`-dire lorsque les e´chelles ca-
racte´ristiques dans les deux directions de l’espace x et y sont du meˆme ordre de grandeur
(l’e´coulement n’est ni paralle`le ni faiblement non paralle`le), l’approche locale de la the´orie de
stabilite´ line´aire n’est plus valable. L’e´tude de la stabilite´ line´aire d’un tel e´coulement de champ
de base U(x, y) ne´cessite alors une approche globale. Il est a` noter que c’est graˆce aux progre`s
de l’informatique que cette approche a connu un re´el essor lorsque les calculs sont devenus
possibles. Nous pouvons citer les travaux de Marquet et al. [MSCJ08] sur la stabilite´ globale
d’un e´coulement dans un canal incurve´ pre´sentant une zone de recirculation, Pier [Pie02, Pie08]
sur l’e´tude d’un sillage derrie`re un cylindre et d’autres ge´ome´tries de bluff-body et Heaton et al.
[HNS09] qui se sont inte´resse´s a` la stabilite´ line´aire globale du vortex de Batchelor non paralle`le.
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L’analyse globale se base ge´ne´ralement sur une de´composition modale des perturbations
et la recherche du mode ayant le plus grand taux de croissance. L’association de l’analyse
globale de la stabilite´ line´aire avec les ite´rations dans l’espace de Krylov (me´thode d’Arnoldi)
permet de re´cupe´rer une partie du spectre de modes propres contenant les modes globaux
les plus instables (voir Edwards et al. [ETFS94], Tuckerman [Tuc] et Kooper et al. [KvdVPG95]).
A notre connaissance, les solutions de base de´die´es a` l’e´tude de la stabilite´ d’un e´coulement
par une approche globale sont souvent d’origine analytique ou nume´rique. L’objectif de ce travail
de the`se est l’e´tude de la stabilite´ line´aire globale des jets coaxiaux pre´sentant une rotation dans
le jet annulaire en utilisant des profils de base d’origine expe´rimentale. Nous nous inte´resserons
ici uniquement au mode global le plus instable.
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1.3 Jets coaxiaux : De´finition et applications industrielles
Un jet coaxial est compose´ d’un jet central rond de vitesse de´bitante Ui et de diame`tre Di
entoure´ d’un jet annulaire de vitesse de´bitante Uo et de diame`tre Do. Cette famille d’e´coulement
offre d’importantes applications industrielles, telle que la re´duction du bruit sonore ge´ne´re´ par
un jet rond et interviennent dans de nombreux proce´de´s industriels en particuliers la combustion
et la ventilation.
y
x
uo
Do
ui
Di
Figure 1.4 – Illustration de jet coaxial. Les diame`tres inte´rieur et exte´rieur sont tels que
Di = 2 cm et Do = 2, 7 cm et les vitesses de´bitantes ui et uo telles que : 0, 1 < ui < 1m.s
−1 et
0, 3 < uo < 4m.s
−1. D’apre`s Villermaux [VR00]
1.3.1 Pre´sence des jets coaxiaux en combustion
Les jets coaxiaux sont utilise´s dans le domaine de la combustion comme un moyen pour
me´langer deux fluides ou dans les proce´de´s de fibrage du verre en fusion pour la fabrication de la
laine de verre. Les jets coaxiaux permettent e´galement d’ame´liorer la stabilite´ d’une flamme ou
de re´duire les e´missions de polluants (oxydes de carbone et d’azote) par recirculation des produits
de combustion. La bonne compre´hension du phe´nome`ne du me´lange air-combustible repre´sente
l’un des objectifs majeurs, commune´ment en ae´ronautique et en ge´nie me´canique, puisqu’elle
conditionne la qualite´ de la combustion dans les moteurs par la re´duction ou l’augmentation
de la consommation du carburant et donc des e´missions de CO2. L’e´tude des jets coaxiaux a
donc un grand inte´reˆt dans le domaine de combustion. Meˆme si dans cette the`se la combustion
n’est pas traite´e, nous pre´sentons ici quelques applications. Certaines de ces applications et bien
d’autres ont e´te´ pre´sente´es dans la the`se de Danlos [Dan09].
⋄ Bruˆleurs Bluff-Body
Les bruˆleurs Bluff-Body sont des bruˆleurs compose´s d’un obstacle central appele´ Bluff-Body
de diame`tre inte´rieur Di et d’une buse de diame`tre exte´rieur Do, figure (1.5). Le rapport
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de diame`tre Di/Do est fre´quemment compris entre 0,5 et 0,92. L’obstacle est ge´ne´ralement
circulaire et comprend un orifice en son centre pour le carburant principal. L’air est injecte´
par le jet annulaire. L’obstacle central provoque une de´pression en aval qui cre´e une zone de
recirculation dans le sillage du Bluff-Body. Les produits de combustion sont re´injecte´s par la
zone de recirculation dans la zone de re´action de la flamme re´duisant ainsi les e´missions de
polluants et la flamme est stabilise´e.
Combustible airair
Figure 1.5 – Sche´ma d’un bruˆleur de type ”Bluff-Body” et lignes de courant en aval du bruˆleur.
D’apre`s Aeromech, University of Sydney, Australie
Des travaux ont e´te´ re´alise´s pour identifier les diffe´rents parame`tres de controˆle tels que le
rapport des vitesses des jets inte´rieur et exte´rieur [KSM81], l’influence du confinement et la
nature des combustible sur la stabilite´ des flammes non pre´-me´lange´es [SNKP96, DMBF98].
⋄ Bruˆleur a` fuel-oil dans un four industriel
Le bruˆleur a` fuel-oil utilise´ ge´ne´ralement dans des fours ou des chaudie`res est constitue´ de
deux jets coaxiaux, figure (1.6), [BD95]. Le fuel-oil est injecte´ sous forme de gouttelettes par le
jet central et l’air arrive par le jet annulaire. La mise en rotation du jet annulaire par rapport
a` l’axe du bruˆleur permet d’accrocher la flamme sans utilisation d’obstacle. La rotation cre´e
une de´pression qui produit a` son tour une zone de recirculation tre`s proche de l’injecteur de
fuel-oil qui permet de stabiliser un noyau de gaz chauds en combustion. La flamme de diffusion
se de´veloppe a` partir de ce noyau. La longueur de celle-ci est l’un des parame`tres importants
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a` prendre en compte pour la fabrication des fours ou des chaudie`res. Ce parame`tre peut eˆtre
raccourci par augmentation de la rotation du jet annulaire.
Figure 1.6 – Sche´ma d’un bruˆleur a` fuel-oil dans un four industriel. D’apre`s Borghi et Destriau
[BD95]
⋄ Proce´de´ de fibrage du verre
Le jet coaxial est e´galement rencontre´ dans la fabrication des fibres de verre utilise´es pour
l’isolation. L’un des proce´de´s de fabrication appele´ TEL est invente´ en 1957 par le groupe
Isover Saint Gobain, figure (1.7). Il consiste a` introduire de fac¸on continue un me´lange de
verre et de sable porte´ a` l’e´tat liquide (T=1450°C) dans une assiette de fibrage centrifuge en
rotation sur un axe vertical. L’enveloppe de cette assiette est perce´e d’un grand nombre de
trous de diame`tres 1mm chacun. Par centrifugation, le verre fondu est pousse´ a` travers ces
trous d’e´mission et est divise´ en multiples filets. L’e´tirage final des fibres de verre est re´alise´ par
un puissant jet annulaire coaxial de gaz chauds. Les fibres forme´es sont de diame`tres e´gales a`
quelques microme`tres.
Figure 1.7 – Proce´de´ de fabrication des fibres de verre. D’apre`s Isover Saint Gobain
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Les instabilite´s dans les e´coulements de jet annulaire jouent un grand roˆle dans l’e´tirage des
fibres qui doivent eˆtre de diame`tres tre`s petits et constants mais pas plus bas que 3 microme`tres 2.
L’e´tude des instabilite´s dans ce type d’e´coulement permettra d’accroˆıtre la productivite´ de ces
proce´de´s et par la suite diminuer les de´chets verriers qui sont estime´s de plusieurs milliers de
tonnes par an.
1.3.2 La place des jets coaxiaux dans la ventilation
La ventilation est e´galement parmi les domaines ou` les jets coaxiaux sont largement pre´sents.
L’utilisation des jets coaxiaux a` la place des jets ronds dans les syste`mes de ventilation permet
d’optimiser les re´sultats en terme de renouvellement d’air, de confort thermique et acoustique.
Nous pouvons citer comme exemple, le domaine de la ventilation personnalise´e (PV pour
Personal Ventilation).
L’objectif des syste`mes (PV) est de de´livrer de l’air propre conditionne´ directement dans la
zone de respiration (BZ Breathing Zone) de l’utilisateur, avec un entrainement minimal de l’air
ambiant pollue´. Ce qui permet d’ame´liorer la qualite´ de l’air inhale´ et re´duire l’exposition aux
contaminants. Cela peut eˆtre assure´ par un jet de vitesse initiale uniforme et de faible intensite´
turbulente dans la zone de respiration de l’occupant. Ce qui revient a` un coˆne potentiel du jet
assez long pour atteindre la zone de respiration.
L’utilisation d’un jet rond dans ce syste`me de ventilation de´livre dans (BZ) un me´lange
d’air propre et d’air pollue´ de la pie`ce avec une concentration de contaminants qui augmente
progressivement vers l’occupant. Ceci est duˆ a` la couche de cisaillement turbulente qui se
de´veloppe a` la limite du jet d’air propre conduisant a` sa contamination par l’air ambiant
exte´rieur [KJD09], figure (1.8).
Figure 1.8 – Utilisation des jets ronds dans les syste`mes de ventilation personnalise´e. D’apre`s
Ezzat Khalifa et al. [KJD09]
2. les fibres de diame`tre infe´rieur a` 3µm deviennent respirables et repre´sentent donc un danger pour l’organisme
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L’e´tude expe´rimentale re´alise´e par Ezzat Khalifa et al. [KJD09] a montre´ que l’utilisation
des jets coaxiaux a` la place d’un jet rond permet d’allonger le coˆne potentiel et donc la zone
d’air propre jusqu’a` l’utilisateur. En effet, le jet d’air propre issu de la buse inte´rieure et l’air
recircule´ de´livre´ par la buse annulaire sont e´mis a` peu pre`s a` la meˆme vitesse. Ce qui permet
de diminuer les contraintes de cisaillement a` la limite du jet inte´rieur et par conse´quent, la
re´duction du me´lange turbulent a` l’interface des deux jets coaxiaux. L’ajout du jet annulaire
prote`ge donc le jet inte´rieur des polluants exte´rieures, figure (1.9).
Figure 1.9 – Utilisation des jets coaxiaux dans les syste`mes de ventilation personnalise´e. D’apre`s
Ezzat Khalifa et al. [KJD09]
Les jets coaxiaux sont mis en œuvres dans d’autres syste`mes tels que les canons a` neige a`
basse pression pour la fabrication de la neige de culture, les ventilateurs individuels utilise´s
dans les moyens de transports, dans les ventilateurs ne´cessaires pour des interventions de de´s-
enfumage (domaine de la ventilation ope´rationnelle, Vidor [Vid03] et Allano et al. [ADPR+08]).
Ils repre´sentent un outil efficace permettant d’ame´liorer certaines proprie´te´s des jets ronds et
par la suite d’optimiser ces syste`mes. D’ou` le grand inte´reˆt d’e´largir les e´tudes sur ce type
d’e´coulement.
1.4 Caracte´ristiques des jets coaxiaux
Le jet coaxial pre´sente deux e´chelles de longueur Di (diame`tre inte´rieur) et Do (diame`tre
exte´rieur) et deux e´chelles caracte´ristiques de vitesse : vitesses de´bitantes inte´rieure Ui et
exte´rieure Uo. Les parame`tres principaux influant cet e´coulement sont le nombre de Reynolds,
le rapport des diame`tres β = Do/Di et le rapport des flux de quantite´ de mouvement des jets
inte´rieur et exte´rieur ρoU
2
o /ρiU
2
i (ou` ρi et ρo sont respectivement les masses volumiques des
fluides inte´rieur et exte´rieur) [FMCS01, FMCSS99]. Pour des fluides de meˆmes densite´s (comme
c’est le cas dans la suite de ce travail), le ratio des flux de quantite´s de mouvements se re´duit a`
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un rapport de vitesse ξ = Uo/Ui. En tenant compte de ce dernier parame`tre, trois configurations
de l’e´coulement peuvent eˆtre distingue´es : ξ < 1, ξ > 1 et ξ → ∞. Ce dernier cas est un cas
limite des jets coaxiaux avec une vitesse inte´rieure nulle et correspond a` un jet annulaire seul.
1.4.1 Jet annulaire seul : ξ →∞ (Ui = 0)
Le jet annulaire est un jet axisyme´trique qui se forme derrie`re un obstacle central appele´
bluff-body de diame`tre Di et une buse annulaire de diame`tre exte´rieur Do. L’obstacle peut eˆtre
cylindrique, coˆnique, sphe´ro¨ıde ou sous forme de disque. Pour ce dernier cas, le jet est appele´
jet annulaire basique [DLPR06].
Davies et Beer [DB71] ont sugge´re´ une premie`re description d’un jet annulaire basique avec
un rapport de diame`tre β variant de 0,33 a` 0,73. Ils ont remarque´ que le niveau de turbulence
est particulie`rement e´leve´ derrie`re l’obstacle et que ce type d’e´coulement peut eˆtre divise´ en
trois zones : une zone de recirculation caracte´rise´e par une composante de vitesse axiale ne´gative
pre`s de l’axe du jet, une zone de transition et une zone de jet pleinement de´veloppe´ ou` le jet
pre´sente les meˆmes proprie´te´s qu’un jet rond. Ils ont remarque´ que la longueur de la zone de
recirculation de´pend du rapport de diame`tres.
Une description le´ge`rement diffe´rente de celle de Davies et Beer a e´te´ propose´e par Ko et
Chan [KC78] qui ont e´tudie´ au moyen du fil chaud un e´coulement issu d’un jet annulaire de petit
rapport de diame`tres (β = 0, 45) et de nombre de Reynolds e´gal a` 57000. Ces expe´rimentateurs
ont de´compose´ e´galement le jet annulaire en trois zones, figure (1.10)-(a) :
1. zone initiale comprend une zone de me´lange interne (ge´ne´re´e par l’air au repos et le jet),
une zone de me´lange externe ou` des structures tourbillonnaires semblables aux anneaux
primaires d’un jet rond ont e´te´ observe´es, une re´gion de recirculation qui apparaˆıt derrie`re
le bluff-body et est de´limite´e par un point de stagnation (point ou` la vitesse est nulle).
Ce dernier est situe´ sur l’axe du jet a` une distance de 1,7Do de la sortie de la buse. La
position du point de stagnation de´pend de la ge´ome´trie de la buse. Il est a` noter que la
zone initiale des jets annulaires de rapport de diame`tres infe´rieur a` 0,7 est limite´e entre la
sortie de la buse et la fin du coˆne potentiel, figure (1.10)-(a) alors qu’elle est de´limite´e par
le point de stagnation dans le cas des jets annulaires de grand rapport β (voir Del Taglia
[DT02]), figure (1.10)-(b).
2. zone de fusion interme´diaire est localise´e entre la fin du coˆne potentiel et le point de
rattachement. Ce dernier repre´sente le point de convergence des deux pics du profil de
vitesse moyenne longitudinale. Il est situe´ a` 4Do de la sortie de la buse et se trouve sur le
meˆme axe que le point de stagnation. Sa position de´pend uniquement de la ge´ome´trie de
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1.5.1 Diffe´rents types d’instabilite´s
1.5.1.1 Instabilite´ de cisaillement
⋄ Instabilite´ de Kelvin-Helmholtz
L’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz a e´te´ e´tudie´e au XIXe sie`cle par Lord Kelvin et Hermann
Ludwig von Helmholtz. Ces deux physiciens ont montre´ que lorsque deux fluides superpose´s se
de´placent paralle`lement a` des vitesses diffe´rentes, un mouvement ondulatoire de l’interface se
forme. Cette ondulation de la surface de se´paration des deux fluides se de´veloppe en structures
tourbillonnaires.
Ce me´canisme d’instabilite´ peut eˆtre explique´ en conside´rant l’e´coulement de deux fluides
superpose´s de vitesses paralle`les U1 et U2 (avec U1 > U2) et de meˆme masse volumique ρ, figure
(1.13). Le profil de vitesse de l’e´coulement peut eˆtre de´compose´ en une translation globale de
vitesse (U1 + U2)/2 superpose´e a` un e´coulement syme´trique par rapport au plan horizontal et
de vitesses e´gales et de signe oppose´ (±(U1 − U2)/2). Supposons qu’une perturbation exte´rieure
de´forme l’interface entre les deux fluides, le fluide sera acce´le´re´ sur les parties convexes. Par
application du principe de Bernoulli : P1 = P2 − 1
2
ρ (U21 − U22 )︸ ︷︷ ︸
>0
, la pression va diminuer. En
revanche, sur les parties concaves le fluide sera de´ce´le´re´ et la pression va donc augmenter. Cette
dernie`re e´tant d’e´nergie finie, la partie supe´rieure de la nappe sera donc aspire´e par le fluide
du haut et la partie infe´rieure par celui du bas. La vitesse U2 e´tant infe´rieure a` U1, la partie
supe´rieure va rattraper la partie infe´rieure conduisant ainsi a` un enroulement en spirale de la
nappe tourbillonnaire.
U1, ρ1
U2, ρ2
= +
Interface
Tourbillon de
Kelvin-Helmholtz
+
+
+
+
-
- - -
U1−U2
2
U2−U1
2
U1+U2
2
Figure 1.13 – Formation de tourbillons de Kelvin-Helmholtz dans la couche de me´lange
L’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz se produit e´galement dans la re´gion de la couche de cisaille-
ment initiale entre deux jets coaxiaux. Elle est due a` la diffe´rence de vitesses de part et d’autre
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de la couche cisaille´e. L’e´coulement initial e´tant axisyme´trique, les structures tourbillonnaires
qui naissent de l’instabilite´ prendront progressivement la forme d’anneaux toriques et perdront
leur axisyme´trie en s’e´loignant de la sortie de la buse, figure (1.12)-(b).
Dans l’industrie, les tourbillons de Kelvin-Helmholtz sont utilise´s pour me´langer efficacement
le comburant et le combustible dans les chambres de combustion.
Crite`re du point d’inflexion
D’un point de vue the´orique, une condition ne´cessaire mais pas suffisante concernant
l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz a e´te´ e´tablie par Rayleigh en 1879. Celui-ci a de´montre´ qu’un
e´coulement ne peut pas eˆtre instable si sa vorticite´ ne pre´sente pas au moins un extremum
(maximum ou minimum) au sein du fluide. Ce re´sultat est appele´ crite`re de point d’inflexion de
Rayleigh. En 1950, Fjørtoft a fournit une extension de ce crite`re.
The´ore`me 1 (crite`re de Fjørtoft). La condition ne´cessaire d’instabilite´ d’un e´coulement de
profil de vitesse moyenne monotone U(y), est :
U
′′
(U − Us) < 0 (1.5.1)
ou` Us repre´sente la vitesse au niveau du point d’inflexion U
′′
s = U
′′
(ys) = 0 (ys est l’ordonne´e
du point d’inflexion).
1.5.1.2 Instabilite´s centrifuges
Dans un e´coulement en rotation ou dont les lignes de courant sont courbe´es, un autre type
d’instabilite´ peut se produire appele´ instabilite´ centrifuge. Nous rappellerons dans cette partie
trois exemples d’e´coulements, figure (1.14) qui exposent ce type d’instabilite´ : (1) l’e´coulement de
Taylor-Couette ou` le fluide est compris entre deux cylindres coaxiaux en rotation (instabilite´ de
Taylor-Couette, voir Drazin et Reid [DR81], Manneville [Man91] et Guyon et al. [GHP91]), (2)
l’e´coulement de couche limite le long d’une paroi concave (instabilite´ de Taylor-Go¨rtler, voir
Schlichtling [Sch79] et Drazin et [DR81]) et (3) l’e´coulement dans un canal incurve´ (instabilite´
de Dean, voir [DR81]).
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Figure 1.14 – Exemple des trois e´coulements pre´sentant une instabilite´ centrifuge, (a) e´coulement
de Taylor-Couette, (b) e´coulement de Dean et (c) e´coulement de Taylor-Go¨rtler. D’apre`s Drazin
et Reid [DR81]
⋄ Instabilite´ de Taylor-Couette
La viscosite´ d’un fluide entre deux cylindres concentriques a e´te´ mesure´e en 1890 par le
physicien Maurice Couette. Dans son e´tude, le cylindre inte´rieur est maintenu fixe alors que le
cylindre exte´rieur est mis en rotation avec une vitesse angulaire Ωo. Dans cette configuration,
l’e´coulement reste stable jusqu’a` une valeur de Ωo a` partir de laquelle l’e´coulement devient
turbulent. En 1896, Mallock a e´tudie´ une nouvelle configuration ou` le cylindre inte´rieur est en
rotation avec une vitesse angulaire Ωi et le cylindre exte´rieur est fixe. Il a vu apparaˆıtre une
instabilite´ pour chaque valeur de Ωi. Geoffrey Ingram Taylor a re-examine´ ce cas et a e´te´ le
premier a` observer en 1923, une suite de rouleaux toro¨ıdaux qui apparaˆıt dans l’e´coulement
une fois de´passe´e une valeur critique Ωic de la vitesse angulaire du cylindre inte´rieur, figure (1.15).
Le nombre sans dimension gouvernant l’instabilite´ de Taylor-Couette est le nombre de Taylor,
de´fini comme : Ta =
Ω2iRa
3
ν2
, ou` Ωi est la vitesse angulaire de rotation du cylindre inte´rieur,
a l’intervalle entre les deux cylindres, R leur rayon moyen et ν la viscosite´ cine´matique du
fluide. Les tourbillons de Taylor apparaissent dans l’e´coulement a` partir d’une valeur critique
Tac = 1708. Pour une configuration plus ge´ne´ral ou` les deux cylindres sont en rotation, Taylor a
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de´termine´ une formulation de Tac de´pendant des rapports de rayons η = Ri/Ro et des vitesses
angulaires µ = Ωo/Ωi :
Tac
∼= 1708(1 + 0, 6521− µ
1 + µ
(1− η)) pour 0 ≤ µ ≤ 1 et 1− η ≪ 1
Le nombre d’onde critique kc est de l’ordre de
3, 12
a
. Ce qui correspond a` un diame`tre des
rouleaux de l’ordre de la distance a (entre-fer) entre les deux cylindres.
Ωo
Ωi Ri
Ro
Figure 1.15 – Structure en rouleaux toriques apparaissant dans l’instabilite´ de Taylor-Couette
et lignes de courant entre les deux cylindres. D’apre`s Schlichting [Sch79]
⋄ Instabilite´ de Taylor-Go¨rtler
L’instabilite´ de Taylor-Go¨rtler a e´te´ de´couverte par Go¨rtler en 1940. Cette instabilite´ se
produit dans les couches limites le long d’une paroi concave. Elle est de´clenche´e par le de´se´quilibre
entre les forces de pression et les forces centrifuges. Elle se manifeste par l’apparition de couples
de tourbillons contra-rotatifs aligne´s, figure (1.16). Le nombre sans dimension caracte´risant
cette instabilite´ est appele´ le nombre de Taylor-Go¨rtler. Ce nombre de´pend de l’e´paisseur de la
couche limite δ et du rayon de courbure R et est de´fini comme : G =
U∞δ
ν
√
δ
R
. Les premiers
tourbillons apparaissent lorsque le nombre de Go¨rtler de´passe une valeur critique d’environ 0,3.
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U∞
Figure 1.16 – Sche´ma des tourbillons contra-rotatifs de Taylor-Go¨rtler dans les couches limites
le long d’une paroi concave. D’apre`s Drazin et Reid [DR81]
L’e´tude de cette instabilite´ est importante en ce qui concerne les proble`mes de refroidissement
des aubes de turbines a` gaz.
⋄ Instabilite´ de Dean
Dans un canal incurve´, au-dela` d’un nombre de Reynolds critique Rec, des instabilite´s
centrifuges stationnaires apparaissent dans l’e´coulement et sont dues au de´se´quilibre entre les
forces centrifuges et le gradient de pression radial qui agissent respectivement dans la direction
de la paroi concave et convexe. Ces instabilite´s se manifestent sous forme de paires de tourbillons
longitudinaux contra-rotatifs qui longent la paroi concave dans la direction de l’e´coulement.
Dean fut le premier a` mettre en e´vidence en 1928 l’existence de telles structures dans une
conduite de section circulaire par re´solution analytique du proble`me.
Le parame`tre de controˆle sans dimension caracte´risant ce type d’instabilite´, le nombre de
Dean, est de´fini par : De = Re
√
d
Ri
, ou` Re est le nombre de Reynolds de l’e´coulement base´ sur
la vitesse moyenne de´bitante et la hauteur d du canal et Ri le rayon de courbure de la paroi
convexe. Ce nombre traduit l’importance des forces centrifuges et inertielles par rapport aux
contraintes visqueuses. Les instabilite´s de Dean sont pre´vues pour une valeur critique de De
e´gale a` 35,92 et un nombre d’onde kc = 1, 975 dans un canal infini.
Rayleigh de´rive en 1916 un crite`re sur la circulation pour les e´coulements axisyme´triques
soumis a` une rotation : une condition ne´cessaire et suffisante d’instabilite´ centrifuge pour un
e´coulement en rotation, est la de´croissance de la circulation en un point quelconque.
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1.5.2 Instabilite´s de couche de me´lange
1.5.2.1 Instabilite´s primaires
La dynamique dans la zone de transition des jets (jets ronds et coaxiaux) est re´gie par
la pre´sence de structures cohe´rentes qui naissent d’une de´formation de l’interface entre deux
e´coulements. Ces structures re´sultent des instabilite´s de Kelvin-Helmholtz qui se de´veloppent
dans la couche de cisaillement sous forme d’anneaux tourbillonnaires [BM68]. Ces tourbillons
constituent l’instabilite´ primaire bidimensionnelle de l’e´coulement. Les structures primaires
se pre´sentent dans un premier temps sous forme d’ondulations de l’interface et au fur et a`
mesure qu’elles sont advecte´es vers l’aval, elles s’enroulent, fusionnent plusieurs fois et grossissent
[BR74, WB74] conduisant a` une augmentation de l’e´paisseur de la couche de me´lange et par la
suite au me´lange des deux fluides initialement en contact, figure (1.17).
appariement anneau tourbillonnaire
Figure 1.17 – Naissance et de´veloppement des instabilite´s primaires dans un jet. D’apre`s
Brancher [Bra96]
Le phe´nome`ne de fusion de deux anneaux tourbillonnaires conse´cutifs est tre`s souvent observe´
dans les jets. Cet appariement entre tourbillons primaires voisins donne naissance a` un tourbillon
de taille plus grande (de longueur d’onde deux fois plus e´leve´e) et de fre´quence de passage
deux fois plus petite que la fre´quence des tourbillons initiaux [ZH80]. L’appariement traduit
un transfert d’e´nergie du mode le plus amplifie´ vers son sous-harmonique [HH82]. L’e´nergie
cine´tique du fluide est alors transfe´re´e des petites e´chelles vers les plus grandes.
La fre´quence f du mode le plus amplifie´ (mode fondamental) dans la couche de me´lange
est relie´e a` l’e´paisseur de quantite´ de mouvement θm par le nombre de Strouhal St [Mic65] :
St =
fθm
2U
, ou` U est la moyenne arithme´tique des vitesses axiales U0 et U∞ des deux e´coulements
et θm est donne´e par :
θm(x) =
∫ 0
∞
(
U(y)− U∞
U0 − U∞
)(
1−
(
U(y)− U∞
U0 − U∞
))
dy
Liepmann et Gharib [LG92] ont observe´ dans la re´gion initiale d’un jet rond (x/d < 2,
avec d le diame`tre du jet) l’appariement de chaque paire de tourbillons. Ils ont remarque´
aussi que lorsque deux structures en amont sont tre`s proches l’une de l’autre, trois tourbillons
peuvent fusionner. Ceci peut se produire e´galement lorsqu’un tourbillon est relativement petit
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devant les deux autres. Les structures naissant de la fusion continuent a` s’apparier jusqu’a`
ce que le diame`tre de l’anneau tourbillonnaire re´sultant devient grand et s’e´tend presque au
rayon du jet. Celui-ci s’e´clate ensuite brusquement en petites structures a` la fin du coˆne potentiel.
L’appariement des structures primaires conduit a` un e´tirement et une contraction des
structures de Kelvin-Helmholtz qui fait varier la vitesse radiale et par la suite cre´e une vorticite´
longitudinale dans la zone entre deux tores. Ceci a par conse´quent une brisure de la syme´trie de
re´volution des jets.
Un autre phe´nome`ne qui se produit dans les couches de me´lange mais qui se pre´sente
rarement, c’est le de´chirement d’un tourbillon. En effet, lorsque deux tourbillons de tailles plus
grandes entourent un tourbillon plus petit vont absorber progressivement sa vorticite´ jusqu’a` ce
qu’il disparaisse [MS75].
Les instabilite´s primaires ne sont pas les seules responsables des instabilite´s des couches
de me´lange. En effet, d’autres structures appele´es instabilite´s secondaires se forment et se
de´veloppent conduisant la couche de me´lange vers une structure tridimensionnelle [Kon76,
Bre81, Ber81, BR86] menant par conse´quent a` un e´coulement turbulent. Ces instabilite´s ont
e´te´ de´crites dans plusieurs articles tels que Browand et Laufer [BL75], Yule [Yul78], Liepmann
et Gharib [LG92] et Brancher [Bra96].
1.5.2.2 Instabilite´s secondaires
De nombreux facteurs peuvent eˆtre la cause de ces instabilite´s tridimensionnelles tels que
l’appariement des structures primaires de Kelvin-Helmholtz ou bien des irre´gularite´s au niveau
de la buse qui font surgir des perturbations en amont de l’e´coulement conduisant ainsi a` une
de´viation des lignes de vorticite´ transversale.
Des visualisations de la couche de me´lange bidimensionnelle, ont permis a` Konrad [Kon76] et
Breidenthal [Bre81] d’observer les structures secondaires dans la meˆme direction de l’e´coulement
qui apparaissent sous forme de stries fines pe´riodiques. Selon Bernal [Ber81] et Bernal et Roshko
[BR86], ces stries sont des paires de tourbillons longitudinaux qui prennent naissance dans la
re´gion tresse 4 (ou braid) et relient deux anneaux de Kelvin-Helmholtz successifs en se pliant
autour de l’anneau amont et l’anneau aval, figure (1.18). Ces tourbillons longitudinaux induisent
de fortes ondulations dans les vortex primaires et dans la re´gion entre ces vortex [Bre81]. Bien en
aval, cette interaction entre les structures secondaires pleinement de´veloppe´es et les structures
4. zone entre deux tores
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d’une zone de recirculation, ce qui conduit l’e´coulement a` la transition de l’e´tat supercritique
(propagation des ondes uniquement vers l’aval) vers l’e´tat subcritique (propagation des ondes
en amont et en aval). Ce concept a e´te´ introduit par Benjamin en 1962 [Ben62]. L’e´clatement
tourbillonnaire agit comme un bluff-body. Son apparition et son e´volution peuvent avoir des
avantages (par exemple, il peut eˆtre utilise´ comme accroche-flamme pour optimiser le me´lange
dans la combustion) mais aussi des inconve´nients (par exemple, de´stabilise les avions superso-
niques en provoquant une chute de la portance).
L’objectif de cette section est d’e´valuer l’effet de la rotation sur la dynamique des e´coule-
ments, pre´cise´ment les jets.
A. Re´sultats expe´rimentaux
Farokhi et al. [FTR89] ont de´montre´ que les caracte´ristiques de l’e´coulement ne de´pendent
pas uniquement du nombre de Swirl mais aussi de la distribution de la vitesse initiale. Ils ont
e´tudie´ deux e´coulements de jet ayant des profils de vitesses azimutales diffe´rents, l’un avec
un profil de tourbillon isole´ ou` ils ont e´te´ en mesure d’atteindre l’e´clatement tourbillonnaire
a` S = 0, 48 et l’autre avec une rotation en bloc qui n’a montre´ aucun signe de flux inverse
a` ce nombre de Swirl. Cette constatation est soutenue par Panda et McLaughlin [PM94] qui
ont observe´ le phe´nome`ne a` S = 0, 45 lorsqu’ils ont e´tudie´ un jet tournant excite´ artificiel-
lement par quatre haut-parleurs place´s autour de la sortie du jet. Ces deux valeurs restent
tre`s infe´rieures a` celle reporte´e dans Chigier et Chervinsky [CC67] ou` le burst apparaˆıt a` S = 0, 6.
Liang et Maxworthy [LM08] ont e´tudie´ expe´rimentalement l’influence de la rotation sur
la morphologie du jet pour trois valeurs diffe´rentes du nombre de Reynolds (Re = 600, 1000
et 2000) et un nombre de Swirl variant de 0 a` 1, 1. Dans le cas sans rotation (S = 0), le jet
e´volue en aval, et l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz conduit a` l’enroulement de la couche de
cisaillement laminaire en anneaux tourbillonnaires. Pour un nombre de Reynolds fixe´ et un Swirl
augmentant a` partir de ze´ro, les instabilite´s secondaires azimutales des couches de cisaillement
e´voluent entre le jet tournant et le fluide ambiant stationnaire. Ces tourbillons contra-rotatifs
qui ressemblent a` des modes he´lico¨ıdaux sont uniquement visibles dans le plan perpendiculaire a`
l’e´coulement et sont rapidement convecte´s par celui-ci. L’instabilite´ primaire reste tout de meˆme
dominante. Lorsque S atteint une premie`re valeur critique Sc1 = 0, 6, la couche de cisaillement
perd sa syme´trie axiale et les modes he´lico¨ıdaux deviennent dominants. Liang et Maxworthy
[LM08] ont remarque´ une augmentation de l’appariement des tourbillons pour des valeurs de
S > Sc1 . Lorsque S atteint 0, 88, l’e´clatement tourbillonnaire apparaˆıt et se stabilise dans l’e´cou-
lement. Les modes he´lico¨ıdaux coexistant dans la couche de cisaillement sont les modes m=2 ou
m=3 avant l’e´clatement tourbillonnaire et m=1 ou m=2 apre`s l’e´clatement. L’augmentation du
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Swirl fait de´placer la structure de l’e´clatement vers l’amont et l’e´coulement devient de type sillage.
Toh et al. [THS10] ont utilise´ un profil de vitesses axiale et azimutale afin de ge´ne´rer un jet
tournant de composante de vitesse azimutale e´leve´e pre`s du bord du jet avec un nombre de
Reynolds mode´re´, Re = 5700. Pour cette e´tude, le nombre de swirl est de´fini par :
S =
2πρ
∫ R
0 r
2UWdr
2πρ[
∫ R
0 r(U
2 − 12W 2 + u2 − 12(w2 + v2))dr]R
(1.6.2)
ou` U et W repre´sentent respectivement, les vitesses de base axiale et azimutale et u, v et
w sont les vitesses fluctuantes. Les re´sultats expe´rimentaux ont montre´ que dans l’intervalle
0, 29 < S < 0, 94, l’augmentation du Swirl fait diminuer la vitesse axiale et croˆıtre la propagation
du jet ainsi que le niveau de turbulence. Ces deux derniers sont beaucoup plus importants
lorsque le jet approche de l’e´clatement tourbillonnaire.
Villalba et Frohlich [GVF05] ont e´tudie´ l’influence du Swirl (0 < S < 1, 2) sur l’e´coulement
du jet annulaire de nombre de Reynolds e´gal a` 81500. Ils ont remarque´ la formation d’une zone
de recirculation (GRZ) due a` la ge´ome´trie du ”bluff-body” dans le cas non tournant (S = 0).
Lorsque S atteint 0, 4, une zone de recirculation centrale (CRZ) tre`s mince apparaˆıt pre`s de
l’axe du jet en addition de la GRZ. L’augmentation de S conduit a` une croissance de la taille
de la CRZ. A un niveau de Swirl e´gal a` 0, 7, la GRZ est encore pre´sente mais sa taille est
conside´rablement re´duite alors que la largeur de la CRZ augmente a` 0, 6R (ou` R est le rayon
exte´rieur du jet). La GRZ finit par fusionner avec la CRZ lorsque S atteint 1, 2. L’augmentation
du swirl fait croˆıtre conside´rablement l’e´nergie cine´tique des fluctuations. En effet, dans le
cas du jet annulaire non tournant, l’e´nergie cine´tique maximale des fluctuations est e´gale a`
0, 05U2b (ou` Ub est la vitesse de l’e´coulement de base) tandis qu’elle atteint 0, 3U
2
b quand S = 1, 2.
Vaniershot et den Bulck [VdB08] ont remarque´ que dans le cas d’un jet annulaire non
tournant, le tube concentrique central du jet agit comme un ”bluff body” sur l’e´coulement, cre´ant
ainsi derrie`re lui une zone de recirculation centrale (CRZ), cette dernie`re est fortement turbulente
et tre`s anisotrope et est limite´e par un point de stagnation. La position de ce dernier de´pend du
rapport de blocage (Di/Do)
2. Ce type d’e´coulement fait appel a` deux couches de cisaillement
de type Kelvin-Helmholtz qui s’interagissent en aval : une entre le jet et l’environnement et
l’autre entre le jet et la CRZ. Lorsqu’une faible rotation est introduite (S = 0, 18), les gradients
de pression se cre´ent dans la direction radiale pour e´quilibrer les forces centrifuges et modifient
de manie`re significative la structure de la CRZ, qui devient plus complexe. A S = 0, 37 un
second point de stagnation situe´ sur l’axe central du jet et proche de la buse, apparaˆıt. Lorsque
le Swirl croˆıt d’avantage, S = 0, 57, le point de stagnation n’est plus pre´sent sur l’axe central
et la CRZ s’ouvre et devient un tore. Plus en aval, une seconde CRZ asyme´trique apparaˆıt.
Celle-ci est provoque´e par l’e´clatement tourbillonnaire. Sa taille croˆıt et son point de stagnation
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se de´place en amont lorsque la valeur du Swirl augmente. A S = 0, 74, la re´gion de l’e´clatement
tourbillonnaire et la CRZ fusionnent cre´ant ainsi, un champ d’e´coulement complexe et fortement
anisotrope.
B. Re´sultats the´oriques et nume´riques
Lessen, Singh et Paillet [LSP74] se sont inte´re´sse´s a` la stabilite´ line´aire temporelle du
tourbillon de Batchelor (1964) non visqueux vis-a`-vis des perturbations he´lico¨ıdales de la forme
exp(i(kx+mθ−ωt)) lorsque le nombre de swirl S croˆıt progressivement. Ils observent que seuls
les modes |m| = 1 sont instables dans le cas de l’e´coulement sans rotation. Lorsque S augmente,
le mode m = 1 s’amortit tandis que m = −1 s’amplifie et tous les modes he´lico¨ıdaux m ≤ −2
se de´stabilisent. Le taux de croissance ωi(m;S) atteint son maximum a` S ∼ 0, 85 et tous les
modes se stabilisent lorsque S ≥ 1, 5.
Delbende, Chomaz et Huerre [DCH98] ont montre´ qu’une valeur mode´re´e du nombre de
Swirl permet la transition convective/absolue de l’instabilite´ dans le cas des jets et sillages
axisyme´triques. Ils ont e´tudie´ la re´ponse impulsionnelle d’un e´coulement de base de type
tourbillon de Batchelor par analyse spatio-temporelle :
U(r) = a+ e−r
2
, V (r) = 0, W (r) = q
1− e−r2
r
ou` q est le parame`tre Swirl repre´sentant le ratio de la vitesse de rotation et la vitesse axiale.
Ils ont remarque´ que dans le cas sans rotation (q = 0), les modes dominants sont les modes
he´lico¨ıdaux m = ±1 d’intensite´s e´gales. Pour a = 0, q = 0, 8 et Re = 667, ils observent que
seuls les 12 premiers modes ne´gatifs sont instables avec m = −4 est le mode le plus amplifie´
et que les nombres d’ondes azimutaux m ≥ 0 sont stables. L’e´coulement est convectivement
instable pour 0 ≤ q ≤ 1, 5 (a = 0 et Re = 667). Au-dela` de q = 1, 58, le tourbillon de Batchelor
est comple´tement stabilise´.
Stewartson et Brown [SB85] et Heaton [Hea07] ont trouve´ que le tourbillon de Batchelor
se stabilise pour q > 2, 31, valeur qui de´passe celle reporte´ dans Delbende, Chomaz et Huerre
[DCH98].
Howard et Gupta [HG62] ont prouve´ que la condition ne´cessaire pour que le mode axisyme´-
trique m = 0 soit instable est :
d
dr
(W 2r) <
1
4
r3
(
dU
dr
)2
ou` W et U repre´sentent respectivement les vitesses azimutale et axiale.
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Leibovich et Stewartson [LS83] ont trouve´ une condition suffisante ge´ne´rale pour l’instabilite´
des modes he´lico¨ıdaux m 6= 0. Celle-ci est donne´e par :
W
d
dr
(
W
r
)[
d
dr
(
W
r
)
d
dr
(Wr) +
(
dU
dr
)2]
< 0
Bien que ces crite`res donnent des conditions d’instabilite´ des modes axisyme´trique et he´li-
co¨ıdaux, ils ne pre´disent pas les modes dominants.
Gallaire et Chomaz [GC03] ont e´tudie´ la stabilite´ d’un mode`le analytique de profil combinant
la vitesse axiale de Monkewitz [Mon88] et la vitesse azimutale de Carton et McWilliams [CM89] :
Ux(r) = a+
1
1 + (exp(r2 log(2))− 1)N , Ur(r) = 0 et Uθ(r) = qr exp
(
− r
rv
)α
ou` q repre´sente le parame`tre Swirl, N l’e´paisseur de la couche de cisaillement et α l’intensite´ du
cisaillement azimutal.
En absence de rotation, les modes he´lico¨ıdaux positifs et ne´gatifs ont le meˆme taux de
croissance. Seuls les modes m = 0, m = ±1, m = ±2 et m = ±3 sont instables. Les modes
d’ordre plus haut, sont stables pour tout nombre d’onde k. Le plus grand taux d’amplification
est celui des modes m = ±1 (k = 1, 8).
Une comparaison qualitative peut eˆtre faite avec les e´tudes de stabilite´ spatiale de Michalke
[Mic84] pour un profil de base de la forme :
Ux(r) =
1
2
[
1 + tanh
(
(1
r
− r)
4θ
)]
ou` θ repre´sente l’e´paisseur de la couche de cisaillement axiale de´finie par :
θ =
∫
∞
0
Ux(r)[1− Ux(r)]dr
Michalke [Mic84] a trouve´ que le mode le plus instable de´pend de la couche de cisaillement :
– m = 1 si θ ≥ 1
5
– m = 0 si θ ≤ 1
10
Il a remarque´ que les modes m = 0 et m = 1 sont en compe´tition lorsque 0, 1 ≤ θ ≤ 0, 2.
Gallaire et Chomaz [GC03] ont trouve´ que les modes les plus instables sont m = ±1 et que
le mode m = 0 a un taux de croissance comparable a` celui de m = ±1 pour θ = 0, 13, ce qui est
en accord avec les re´sultats de Michalke.
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De`s qu’une petite quantite´ de Swirl est applique´e (q=0,4), les modes azimutaux ne´gatifs
deviennent instables. Le taux d’amplification maximal est atteint pour m = −1. Lorsque k = 0,
le cisaillement azimutal est le seul me´canisme de´stabilisant, ainsi, le champ de vitesse axiale
n’a aucune influence sur le de´veloppement de l’instabilite´. Dans ce cas les modes instables sont
m = ±2 et m± 3. Lorsque q atteint 0,8, le mode m = −1 n’est plus le mode le plus instable
mais il est remplace´ par le mode m = −5. En addition des modes m = ±2 et m = ±3, les
modes m = ±1 et m = 0 deviennent instables lorsque k augmente a` partir de ze´ro, ensuite,
sont suivis par les modes m = −4 a` m = −17. Gallaire et Chomaz ont constate´ que les taux
d’amplification temporelle croient line´airement avec q (q ≥ 0, 8). Contrairement a` l’e´tude du
tourbillon de Batchelor, les modes ne se restabilisent pas pour des grandes valeurs de Swirl
en raison de la persistance du cisaillement axial et de l’instabilite´ centrifuge. Pour q = 1, 05,
Re = 667 et a = 0, ils ont trouve´ que seul le mode m = −2 est absolument instable donnant
ainsi naissance a` un mode global. Au-dela` de cette valeur, l’e´coulement devient absolument
instable.
Loiseleux, Chomaz et Huerre [LCH98] ont analyse´ les proprie´te´s temporelles (nombre d’onde
axial k re´el et la fre´quence ω = ωr + ωi est complexe) de l’instabilite´ line´aire du tourbillon de
Rankine auquel est superpose´ un profil de vitesse axiale de type bouchon :
Ux =
{
U∞ +△U si r < R
U∞ si r > R
Ur =
{
0 si r < R
0 si r > R
Uθ =
 Ωr si r < RΩR2
r
si r > R
Ils ont montre´ que le Swirl a un effet stabilisateur du mode axisyme´trique correspondant a` la
formation des anneaux tourbillonnaires. Ne´anmoins tous les nombres d’onde restent instables
quelque soit la valeur du parame`tre Swirl (S =
ΩR
∆U
). Dans le cas de l’e´coulement non tournant
(S = 0), tous les modes he´lico¨ıdaux |m| 6= 0 sont instables. L’introduction d’une quantite´ finie
du Swirl brise la syme´trie θ → −θ, ainsi les proprie´te´s de l’instabilite´ temporelle des modes m et
−m sont diffe´rentes. En effet, le taux d’amplification du mode ne´gatifs devient plus grand que
son homologue positif et ceci pour tous les nombres d’onde axiaux k. Pour des grandes valeurs
de k (k >> 1), le taux d’amplification ωi(m;S) de´croˆıt avec m donc le mode le plus instable est
m = −1. Et une faible quantite´ du Swirl (S < Sc = 0, 46, re´sultat nume´rique pour m = −1),
de´stabilise les modes ne´gatifs alors qu’une grande valeur de Swirl (S > Sc) permet de diminuer
le taux d’amplification de tous les nombres d’onde axiaux, qui demeurent instables pour tout
S (ωi(k) > 0). En ce qui concerne les modes positifs, le Swirl a toujours un effet stabilisateur.
Pour des faibles nombres d’onde (k << 1), ωi(m;S) varie comme
1
|m| , ainsi le mode le plus
instable correspond a` m = 0 alors que |m| =∞ est le moins instable.
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1.7 Effet du confinement
Le cisaillement et la rotation ne sont pas les seuls parame`tres de´stabilisant de l’e´coulement,
il existe un autre parame`tre important - le confinement - qui peut agir sur la stabilite´ de
l’e´coulement et sur la transition convective/absolue de l’instabilite´. Dans la conception des
injecteurs de carburant, le confinement des e´coulements cisaille´s a` grands nombres de Reynolds
et de larges rapports de densite´s, est employe´ pour ge´ne´rer un fort me´lange dans les chambres
de combustion. La pre´sente section vise a` re´viser l’effet du confinement sur la stabilite´ des
e´coulements, en particulier les jets.
Ivanic´ [Iva02] a e´tudie´ par tomographie laser, PIV et LDV quatre configurations diffe´rentes
de jets coaxiaux confine´s :
1. Jets coaxiaux sans rotation (cas de re´fe´rence)
2. Jets coaxiaux avec le jet annulaire tournant (JAT)
3. Jets coaxiaux avec le jet central tournant (JCT)
4. Jets co-rotatifs (JCoR)
Son e´tude sur ces diffe´rentes configurations de jets coaxiaux confine´s a permis de remarquer
que l’introduction d’une rotation dans le jet annulaire (JAT), figure (1.19)-(b), meˆme de taux
assez faible, provoque d’importants changements dans la dynamique de l’e´coulement. Le mode
dominant de´croˆıt de |m| = 7 (pour le cas de re´fe´rence, (1.19)-(a)) a` |m| = 4, tandis que le
nombre d’onde axial k reste inchange´. En ce qui concerne le cas JCT, figure (1.19)-(c), les
ondulations de l’interface se´parant les deux jets apparaissent plus proche de la buse que pour
les cas pre´ce´dents. Ivanic´ a e´galement observe´ une chute du mode dominant qui passe a` |m| = 2.
Mais contrairement au cas JAT, la valeur du nombre d’onde axial est sensible a` la rotation et
e´volue en se de´plac¸ant vers l’aval.
L’e´tude des jets co-rotatif (JCoR) a permis de constater que sa dynamique est similaire a`
celle du JCT (meˆme mode dominant |m| = 2). La rotation du jet exte´rieur ne semble donc pas
modifier la dynamique de l’e´coulement JCT. Aucune des quatre configurations e´tudie´es n’a
pre´sente´e d’e´clatement tourbillonnaire vue les taux de rotation mode´re´s choisis.
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(a) (b)
(c)
Figure 1.19 – Visualisation par tomographie laser de jets coaxiaux (a) sans rotation (re´fe´rence),
(b) avec jet annulaire tournant (JAT) et (c) avec jet central tournant (JCT). D’apre`s Ivanic´
[Iva02]
Juniper et Candel [JC03] ont montre´ dans une e´tude the´orique qu’une large gamme d’e´cou-
lements cisaille´s de jets et de sillages deviennent absolument instables lorsqu’ils sont confine´s.
Cette e´tude a e´te´ motive´e par le constat que les injecteurs de carburant confine´s produisent un
meilleur me´lange avec une faible chute de pression [BJFDVV60]. Juniper et Candel ont explique´
ceci par le fait que l’e´coulement est absolument instable dans la re´gion confine´e et stimule un
mode global qui facilite le me´lange.
Juniper [Jun06] a e´tudie´ l’effet du confinement sur la transition convective/absolue des
e´coulements de jets et sillages bi-dimensionnels par une analyse de stabilite´ line´aire spatio-
temporelle. Le mode`le conside´re´ est compose´ de trois e´coulements superpose´s confine´s entre
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deux plaques planes dans la direction transverse. Chaque fluide a une densite´ constante et
une vitesse uniforme. L’e´tude a montre´ que le confinement provoque le passage de l’instabilite´
convective a` l’instabilite´ absolue. Cette transition se produit a` des faibles valeurs de cisaillement.
Juniper a conclu que cet effet est duˆ a` l’interaction entre les modes de vitesse de groupe nulle
dans les jets (ou le sillages) inte´rieur et exte´rieur. En 2008, Juniper [Jun08] a e´tudie´ l’influence
du confinement sur la transition convective/absolue des instabilite´s dans les e´coulements de
jets et sillages ronds non tournants par une analyse de stabilite´ line´aire spatio-temporelle. Il a
montre´ que l’effet du confinement sur un e´coulement rond est similaire a` celui d’un e´coulement
entre deux plaques planes et agit via le meˆme me´canisme physique.
D’autre part, le confinement semble avoir un effet stabilisateur sur les e´coulements visqueux
a` des petits nombres de Reynolds. Les e´tudes expe´rimentales de Shair et al. [SGPA63] et
nume´riques de Chen et al. [CPT95] ont montre´ que le confinement stabilise l’e´coulement derrie`re
un cylindre confine´ dans un canal. Le de´tachement tourbillonnaire a e´te´ observe´ a` partir d’un
nombre de Reynolds e´leve´.
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1.8 Conclusion et pre´sentation de l’e´coulement e´tudie´
Nous avons pre´sente´ dans ce premier chapitre les jets coaxiaux de manie`re ge´ne´rale. Nous
avons vu qu’en fonction du rapport des vitesses ξ entre les jets inte´rieur et exte´rieur leur
caracte´ristiques changent. Par exemple, dans le cas des jets annulaires purs ou sous certaines
conditions de jets coaxiaux avec ξ > 1, une zone de recirculation caracte´rise´e par un point de
stagnation ou` la vitesse est nulle sur l’axe du jet est observe´e alors qu’elle ne l’est pas dans le
cas des jets coaxiaux de rapport de vitesse infe´rieur a` l’unite´. Nous nous sommes inte´resse´s
ensuite aux diffe´rents types d’instabilite´s dans les jets en ge´ne´ral telles que les instabilite´s de
cisaillement de Kelvin-Helmholtz qui se manifestent au niveau de l’interface entre deux fluides
en de´placement (zone de contact entre les jets inte´rieur et exte´rieur pour les jets coaxiaux) et les
instabilite´s centrifuges qui se produisent lorsque l’e´coulement est en rotation. Trois principaux
exemples d’e´coulements peuvent eˆtre retenus : e´coulement de Taylor-Couette, de Taylor-Go¨ortler
et e´coulement de Dean. Nous nous sommes aussi inte´resse´s aux instabilite´s de couche de me´lange,
instabilite´s primaires et secondaires qui dominent la dynamique des jets. Ce point en particulier,
nous sera utile pour l’analyse des visualisations de l’e´coulement par tomographie laser. L’effet
de la rotation sur la morphologie du jet est aussi e´value´. Celle-ci est caracte´rise´e par un nombre
adimensionnel, Swirl (S). L’augmentation de ce parame`tre de´stabilise l’e´coulement. Lorsque S
atteint un certain seuil (variant d’un e´coulement a` un autre), l’e´clatement tourbillonnaire se
produit. Un autre parame`tre important est le confinement du jet. Celui-ci semble avoir un effet
sur la transition convective/absolue des e´coulements non visqueux.
Dans ce travail, nous nous inte´ressons uniquement aux jets coaxiaux de rapport de vitesses
infe´rieur a` l’unite´ et de rapport de diame`tre Di/Do = 0, 42. Dans la configuration e´tudie´e ici,
l’e´coulement est confine´ dans un tube et le jet exte´rieur est en rotation de vitesse azimutale W
et de nombre de Swirl S. Ce type d’e´coulement ne sera pas le sie`ge de zone de recirculation pour
les valeurs de parame`tres que l’on e´tudie ici. L’e´tude porte uniquement sur le champ proche
du jet coaxial. Le de´veloppement du jet coaxial peut eˆtre distingue´ en deux zones successives,
figure (1.20) :
1. zone de transition domine´e par les structures en forme d’anneaux tourbillonnaires repre´-
sentant les instabilite´s primaires bidimensionnelles de Kelvin-Helmholtz qui se manifestent
dans la couche de me´lange. Leur longueur d’onde change au fur et a` mesure qu’elles sont
advecte´es vers l’aval. Le phe´nome`ne d’appariement des tourbillons est e´galement observe´.
La zone de transition s’e´tend jusqu’a` la fin du coˆne potentiel et sa longueur de´pend du
rapport des vitesses et du nombre de Reynolds de l’e´coulement.
2. zone de fusion qui de´bute a` l’endroit ou` les deux jets fusionnent comple`tement. Le jet
coaxial se comporte alors comme un jet rond. La position de cette zone de´pend du nombre
de Reynolds choisi.
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Pour une veine d’essai de taille axiale tre`s grande, le profil de vitesse peut atteindre celui
d’un Poiseuille.
La dynamique de l’e´coulement e´tudie´, implique diffe´rents me´canismes physiques tels que :
(a) le cisaillement axial a` l’interface des deux jets qui donne lieu aux instabilite´s axisy-
me´triques de Kelvin-Helmholtz.
(b) la rotation du jet exte´rieur qui induit des instabilite´s centrifuges.
(c) le cisaillement azimutal qui peut ge´ne´rer des instabilite´s de Kelvin-Helmholtz azimu-
tales.
Cet e´coulement de dynamique particulie`rement riche fera l’objet d’une e´tude expe´rimentale
et nume´rique pre´sente´es dans les chapitres suivants.
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Figure 1.20 – Sche´matisation de l’e´coulement de jet coaxial e´tudie´
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2.1 Introduction
Le pre´sent chapitre est consacre´ a` la pre´sentation des outils expe´rimentaux utilise´s pour
ce travail. Nous de´crivons dans un premier temps le montage expe´rimental permettant de
ge´ne´rer deux jets coaxiaux de vitesses de´bitantes diffe´rentes et qui peuvent eˆtre mis en rotation
inde´pendamment l’un de l’autre par le biais d’un syste`me d’aubage fixe. Ce dispositif permet
alors d’e´tudier une varie´te´ de jets coaxiaux [Iva02] mais nous nous contenterons ici de la
configuration du jet coaxial pre´sentant une rotation au niveau du jet annulaire (JCAT). Cet
e´coulement met en e´vidence deux types d’instabilite´s : les instabilite´s de cisaillement a` l’interface
des deux jets en contact et les instabilite´s centrifuges dues a` la rotation du jet exte´rieur. Les
conse´quences de celles-ci sur la dynamique de l’e´coulement peuvent eˆtre dans un premier temps,
visualise´es par tomographie laser, ensuite e´tudie´es qualitativement, en termes de champs de
vitesses instantane´es, moyennes et fluctuantes par la technique de mesure PIV. Nous exposons
dans ce chapitre, les deux me´thodes expe´rimentales de visualisations et de mesures qui nous ont
servi dans cette e´tude.
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2.2 Pre´sentation du dispositif expe´rimental
Le dispositif expe´rimental utilise´ ici, figure (2.1), est une e´volution du dispositif mis au
point par Ivanic [Iva02] dans le cadre de sa the`se. Il permet de ge´ne´rer deux jets d’eau coaxiaux
pouvant eˆtre mis en rotation inde´pendamment l’un de l’autre. Il est constitue´ principalement
de quatre ensembles (Ei) :
Circuit
(E1)
d’alimentation
2 Cuves de stockage
Capacite´:
[n◦1]: 1000L
[n◦2]: 1500L
Pompe [n◦3]
By-pass [n◦4]
De´bitme`tres inte´rieurs [n◦6]
De´bitme`tres exe´rieurs [n◦7]
Distributeurs [n◦5]
- Nom: SIEBEC
- Type: M100
- De´bit maximal: 6000L/h
Veine d’essai
(E3)- [n◦11]
Cuve [n◦12]
Tube en PVC [n◦13]
Dispositif
(E4)
e´vacuation/re´cupe´ration
2 enceintes coaxiales [n◦8]
Convergent inte´rieur [n◦9]
Convergent exte´rieur [n◦10]
Chambre de mise
(E2)
en rotation
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Figure 2.1 – Dispositif d’essai. Les fle`ches noires repre´sentent le sens de circulation de l’eau et
la section bleue correspond au domaine ou` l’e´tude est re´alise´e
Le circuit d’alimentation (E1) permet d’alimenter l’installation graˆce a` une pompe
[n°3] qui aspire l’eau emmagasine´e dans la cuve de stockage [n°1] et la rame`ne vers la cuve de
stockage [n°2] situe´e a` une distance d’environ 4 m de celle-ci. Une fois cette dernie`re remplie, la
quantite´ d’eau de´passant le trop plein est re´cupe´re´e dans la cuve [n°1] par gravite´. Le syste`me
de pompage, est muni d’un ”by-pass” [n°4] permettant le re´glage du de´bit de la pompe. La cuve
de stockage [n°2] est a` niveau constant. Elle est relie´e a` deux re´seaux e´quipe´s de canalisations
en PVC (diame`tres 25/30) et d’un ensemble vanne/de´bitme`tre [n°6]-[n°7] (inte´rieur/exte´rieur)
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figure (2.2)-(a) permettant de manie`re inde´pendante, le re´glage du de´bit des jets. La sortie de
chacun des re´seaux communique avec un distributeur compose´ de huit orifices d’injection [n°5]
figure (2.2)-(b), charge´s de re´partir les de´bits (inte´rieur/exte´rieur) a` l’entre´e de la chambre de
mise en rotation correspondante [n°8].
(a) (b)
Figure 2.2 – (a) Ensemble vanne/de´bitme`tre (inte´rieur/exte´rieur), (b) Orifices d’injection
La chambre de mise en rotation (E2) est constitue´e de deux enceintes cylindriques
coaxiales [n°8], figure (2.3)-(a) en inox ayant pour roˆle de tranquilliser le fluide avant de le
re´orienter vers la buse de sortie. Elles contiennent, chacune un ensemble de 36 aubes minces,
figure (2.3)-(b) re´parties pe´riodiquement et assurant la rotation du fluide. Chacune de ces aubes,
figure (2.4)-(a) est monte´e sur un axe de rotation solidaire d’une tige permettant le re´glage de
l’angle d’incidence αi (jet inte´rieur) et αo (jet exte´rieur) des aubes avec une pre´cision de 1°. Ce
dispositif permet d’e´tudier plusieurs configurations de l’e´coulement :
– Jets coaxiaux sans rotation : αi = 0° et αo = 0° ;
– Jet annulaire tournant : αi = 0° et αo 6= 0° ;
– Jet central tournant : αi 6= 0° et αo = 0° ;
– Jets co-rotatifs : αi et αo de meˆmes signes ;
– Jets contra-rotatifs : αi et αo de signes oppose´s.
Apre`s la traverse´e des chambres de mise en rotation, les deux e´coulements se rencontrent
dans la veine d’essais [n°11], figure (2.5) apre`s eˆtre passe´s dans des convergents axisyme´triques
de diame`tres Di (inte´rieur [n°9], figure (2.4)-(b) ) et Do (exte´rieur [n°10]). La forme de ces
derniers est conc¸ue de fac¸on a` diminuer l’e´paisseur de la couche limite et le taux de turbulence
tout en e´vitant d’e´ventuels de´collements.
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Traceur Masse molaire (g/mol) λabs (nm) λe (nm)
Fluoresce´ine 376,27 414 - 520 500 - 650
Rhodamine B 479 570 590
Rhodamine 6G 479 524 - 538 547 - 555
Tableau 2.2 – Proprie´te´s des colorants utilise´s en tomographie laser
Dans notre cas, l’e´clairage est re´alise´ par un laser Argon (Ref. SpectraPhysic Stabilite 2017)
e´mettant dans le spectre du visible, entre 450 nm et 528 nm, figure (2.8)-(a), et un ge´ne´rateur de
nappe lumineuse constitue´ d’une lentille convergente et d’une lentille cylindrique. Les longueurs
d’ondes les plus e´nerge´tiques et donc les plus utilise´es sont 514,5 nm, 496,5 nm, 488 nm et
476,5 nm et sont en accord avec le spectre d’absorption de la fluoresce´ine, tableau (2.2), figure
(2.8)-(b). Le colorant utilise´ ici est donc une solution aqueuse de la fluoresce´ine. Il est injecte´
dans l’e´coulement du jet central, figure (2.1)-[n°6]. Cette substance de couleur rougeaˆtre, a la
proprie´te´ d’absorber de l’e´nergie lumineuse (maximum d’absorption a` λabs = 494 nm dans l’eau)
et de la restituer (pic d’e´mission a` λe = 521 nm dans l’eau) rapidement sous forme de lumie`re
fluorescente de couleur vert-fluo.
(a)
Absorption E´mission
(b)
Figure 2.8 – (a) spectre de puissance pour un laser Argon (Ve´locime´trie laser onera.fr), (b)
spectres d’absorption et d’e´mission de la fluoresce´ine (PhotochemCAD)
Les structures tourbillonnaires sont observe´es dans le plan me´ridien (observation de la forma-
tion et l’appariement des structures primaires de Kelvin-Helmholtz) et les plans perpendiculaires
a` l’axe du jet (informations sur les structures primaires et secondaires) pour diffe´rents rapports
de de´bits, figure (2.9).
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Vue dans le plan transversal
laser
Plan transversal
Jet central
ensemence´ en
fluoresce´ine
Plan me´ridien
Jet annulaire
Vue dans le plan me´ridien
Figure 2.9 – Technique de visualisation par tomographie laser
2.4 Ve´locime´trie par Imagerie de Particules (PIV)
La ve´locime´trie par Imagerie de Particules (PIV) appartient a` la famille des me´thodes
optiques de mesure de vitesse. C’est une me´thode non intrusive base´e sur la re´flexion de la
lumie`re par des particules solides. Le champ des applications va des e´coulements a` grandes
vitesses pre´sentant des chocs jusqu’aux e´coulements de tre`s fines couches limites. La PIV doit
son de´veloppement aux progre`s en optique, lasers, e´lectronique, vide´o et informatique, re´alise´s
au cours des vingt dernie`res anne´es. Elle permet de mesurer de fac¸on relativement pre´cise les
composantes des vitesses instantane´es d’un e´coulement dans un plan (PIV 2D-2C) ou dans un
volume (PIV 3D-2C,3C). Il existe d’autres techniques de mesure des champs de vitesse telle
que la LDV (Laser Doppler Velocimetry), mais ces techniques n’autorisent qu’un calcul de
vitesse en un point de l’e´coulement en fonction du temps alors que la PIV permet d’avoir la
re´partition spatiale de la vitesse. Dans le cadre de ce travail, seule la PIV 2D-2C (2 Dimensions,
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2 Composantes) a e´te´ utilise´e. Les mesures ont e´te´ effectue´es dans le plan me´ridien et dans
les plans transversaux a` l’e´coulement pour obtenir les trois composantes de vitesse dans les
directions longitudinale, radiale et azimutale. Le lecteur peut se re´fe´rer aux ouvrages de synthe`se
tels que Raffel M. et al. [RWK98] sur la description de la technique de PIV et Schro¨der et
Willert [SW08] sur les ame´liorations re´centes.
A. Principe de la PIV
L’e´coulement est ensemence´ par de fines particules solides (traceurs) ayant la faculte´ de
re´fle´chir la lumie`re et de suivre l’e´coulement. L’e´clairage d’une section de l’e´coulement par
une nappe laser pendant de brefs instants ∆t successifs, permet aux traceurs situe´s dans ce
plan a` un instant t, de diffuser cette lumie`re dans toutes les directions. Une came´ra installe´e
normalement au plan de mesure permet d’enregistrer a` deux instants distincts t et t+∆t des
doublets d’images de particules. Chaque image est ensuite de´coupe´e en petites feneˆtres (zones
d’interrogations) et compare´e a` l’image prise a` l’instant t+∆t. Il est alors possible de quantifier
le de´placement ∆d des particules contenues dans ces feneˆtres comme cela est de´taille´ plus loin.
La vitesse de la particule en diffe´rents points de l’e´coulement peut eˆtre de´duite par la relation :
V =
∆d
∆t
(2.4.1)
Le temps entre deux prises d’images ∆t, de´pend a` la fois des vitesses rencontre´es dans
l’e´coulement ainsi que de la taille des feneˆtres d’interrogation. Il doit eˆtre suffisamment petit
pour que les particules dans l’image prise a` (t + ∆t) se trouvent encore dans les zones de
recherches. Le de´placement des particules est conside´re´ comme optimal s’il reste infe´rieur au
quart de la zone de recherche. Le temps inter-image est alors calcule´ par :
∆t =
1
4 × taille de la zone de recherche (pix)
vitesse de´bitante (m/s)× taille de l’image (pix)
taille de l’image (m)
(2.4.2)
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Figure 2.10 – Sche´ma de principe d’une acquisition. D’apre`s David [Dav11]
B. Particules et ensemencement
Les traceurs doivent satisfaire certains crite`res pour pre´senter le plus fide`lement possible les
de´placements du fluide. Les particules sont suppose´es sphe´riques, meˆmes celles pre´sentant des
formes irre´gulie`res et e´voluer inde´pendamment les unes des autres. Leurs proprie´te´s physiques,
telles que la masse volumique et la tempe´rature doivent eˆtre les plus proches possible de celles de
l’e´coulement. Lors d’une interaction d’une particule avec les structures tourbillonnaires re´gissant
l’e´coulement, elle se trouve, soit attirer vers ces vortex ou e´loigner et cela de´pend du rapport de
la masse volumique de la particule ρp a` celle du fluide ρf :
β =
ρp
ρf
En effet, lorsque β > 1, la particule est repousse´e vers les zones de faible vorticite´ et de
forte compression par la force centrifuge. Par ailleurs, elle est attire´e dans les zones de forte
vorticite´, lorsque β < 1. Pour β = 1, le retard de la vitesse duˆ a` la traˆıne´e et l’inertie de la
particule devient minimal. Ceci est vrai aussi par exemple dans les jonctions, les coudes ou
en ge´ne´ral dans une configuration ou` la force centrifuge est pre´sente. Le comportement des
traceurs de´pend aussi de leur taille. Celle-ci doit eˆtre en meˆme temps, suffisamment petite pour
suivre l’e´coulement ainsi que les fluctuations de vitesse, et suffisamment grande pour diffuser
correctement la lumie`re du plan laser vers le plan de prise de vue. Elle doit donc eˆtre supe´rieure
a` la longueur d’onde du laser (re´gime de diffusion de Mie). Le diame`tre des particules peut eˆtre
e´value´ par le nombre de Stokes St de´fini par [CCT94] :
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St =
ρp.d
2
p.v
18µ.L
=
τp
τf
ou` ρp, dp, v, µ et L sont respectivement la masse volumique de la particule, son diame`tre,
la vitesse du fluide porteur, sa viscosite´ dynamique et une longueur caracte´ristique. τp et τf
repre´sentent respectivement le temps de re´ponse hydrodynamique de la particule (temps de
relaxation) exprime´ par :
τp = d
2
p
ρp
18µ
et le temps caracte´ristique de l’e´coulement de´fini par :
τf =
L
v
Le nombre de Stokes repre´sente le ratio des forces d’inertie de la particule et les forces de
frottement avec le fluide. Lorsque le nombre de Stokes St << 1, le temps de re´ponse τp de la
particule est tre`s faible devant le temps caracte´ristique de l’e´coulement τf , et le traceur suit
parfaitement tous les de´tails du mouvement du fluide. Dans le cas d’un nombre de Stokes proche
de 1 (St ≃ 1), la particule est centrifuge´e vers l’exte´rieur des structures tourbillonnaires. En
revanche, pour St >> 1, la particule reste insensible aux fluctuations de l’e´coulement. Il faut
donc faire en sorte d’avoir St << 1.
Figure 2.11 – Influence du nombre de Stokes sur le comportement du traceur. D’apre`s Crowe
et al. [CCT94]
En ce qui concerne l’ensemencement, il doit eˆtre distribue´ de fac¸on homoge`ne dans l’e´coule-
ment pour mesurer les champs de vitesses dans tout le domaine. La concentration des traceurs
ne doit pas eˆtre trop e´leve´e afin d’e´viter d’e´ventuels chocs entre particules ainsi que l’interaction
entre les sillages de deux particules voisines. On conside`re que ces proprie´te´s seront ve´rifie´es si
la longueur moyenne lp entre deux particules est tre`s grande compare´e a` leur diame`tre dp :
dp
lp
<< 1
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Dans notre e´tude, deux types de traceurs ont e´te´ utilise´s. Leurs proprie´te´s sont re´sume´es
dans le tableau (2.3). Les particules sont injecte´es directement dans la cuve de stockage [n°1],
suffisamment loin de la veine d’essais afin que l’ensemencement soit homoge`ne en sortie des
convergents inte´rieur et exte´rieur et que la vitesse des particules et de l’e´coulement soit la meˆme.
Toutes les mesures de vitesse se font en circuit ferme´ (re´cupe´ration de l’eau ensemence´e dans la
cuve [n°1]). Les structures tourbillonnaires dans l’e´coulement e´tudie´ se de´placent a` des vitesses
de l’ordre du centime`tre par seconde, tableau (2.5), le temps de relaxation τp des traceurs
utilise´s, (tableau, 2.3) est alors ne´gligeable compare´ au temps caracte´ristique τf dans le fluide
avec τf = Di/Ui. Rappelons que Di est le diame`tre de la buse inte´rieure et Ui est la vitesse
de´bitante du jet central. Pour les onze cas e´tudie´s, voir tableau (2.5), le nombre de Stokes est de
l’ordre de 10−6 pour le traceur Degussa Vestosint 2070 et de 10−5 pour Hollow Glass Spheres.
Le rapport des masses volumiques β est proche de l’unite´.
Traceur diame`tre masse volumique poids τp plan de mesure
(µm) (kg.m−3) (g) (µs)
Degussa Vestosint 2070 5 1000 14 1,39 me´ridien
Hollow Glass Spheres 10 1100 10 13,75 transversal
Tableau 2.3 – Proprie´te´s des traceurs utilise´s
L’utilisation de deux traceurs diffe´rents est due a` la quantite´ de lumie`re renvoye´e par ces
particules et leur impact sur le dispositif d’essai. La quantite´ de lumie`re renvoye´e par les
particules de polystyre`ne (Degussa Vestosint 2070) a e´te´ suffisante pour les mesures dans le
plan me´ridien. Dans les plans transversaux, il a fallu encore plus de lumie`re. Ce qui nous a
conduit a` choisir les billes en verres argente´es (Hollow Glass Spheres) pour les mesures dans ces
plans, bien qu’elles se de´posent partout et ont tendance a` corroder le dispositif expe´rimental. Il
a donc fallu les remettre souvent en suspension.
C. Source lumineuse
Les particules sont e´claire´es par une nappe laser de faible e´paisseur (e), obtenue par un
syste`me de deux lentilles cylindrique et sphe´rique. Le mouvement des traceurs dans l’e´paisseur
de la nappe laser peut alors eˆtre conside´re´ comme plan. Cette e´paisseur est le re´sultat d’un
compromis et repre´sente un des parame`tres importants pour l’obtention d’une bonne qualite´ de
mesures. En effet, si la nappe lumineuse est trop e´paisse, le mouvement des particules ne sera
pas force´ment constant dans e. En revanche, si l’e´paisseur de la nappe est trop fine, les particules
de´tecte´es sur l’image prise a` l’instant t risquent de disparaˆıtre de l’image prise a` l’instant t+∆t,
ce qui empeˆcherait le calcul du de´placement. Dans notre configuration, l’e´paisseur de la nappe
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laser est de e = 1, 5mm de´livre´e par un laser a` impulsion ND-YAG (Neodymium-doped Yttrium
Aluminium Garnet, λ = 1064nm et λ = 532nm) de marque Quantel (Twins Ultra) a` double
cavite´, de´livrant une e´nergie de 2× 30mJ et e´mettant des pulses lumineux re´glables jusqu’a`
10Hz. Le de´calage en temps entre les deux pulses correspond au temps inter-images ∆t.
D. Acquisition et traitement des images
L’enregistrement des images s’effectue a` l’aide d’une came´ra RM-4200CL de re´solution
2048× 2048 pixels, a` capteur CCD 1. Le capteur CCD ou capteur a` transfert de charge est un
composant e´lectronique servant a` convertir la lumie`re (photons) en charges e´lectriques (e´lectrons)
par effet photo-e´lectrique.
Lorsque le pulse laser est de´clenche´, la premie`re exposition du capteur CCD commence.
Celle-ci a une dure´e tre`s courte. L’exposition recommence une seconde fois durant le temps de
transfert de la premie`re image accumule´e pendant la premie`re exposition. La seconde exposition
continue jusqu’a` la fin du transfert de la premie`re image. La seconde image est ensuite transfe´re´e.
Laser
Came´ra
Exposition
image 1
Exposition image 2
Enregistrement image 1
Enregistrement
image 2
Temps (µs)
Pulse 1 Pulse 2
∆t
Figure 2.12 – Chronogramme de synchronisation de la came´ra avec le pulse laser et enregistre-
ment de deux images successives
Une fois les doublets d’images enregistre´s et nume´rise´s, ils sont envoye´s vers un processeur
permettant de de´terminer les de´placements des particules via un algorithme d’inter-corre´lation,
me´thode choisie pour ce travail. Cette me´thode consiste a` de´composer l’image enregistre´e a`
l’instant t en un ensemble de sous-images (feneˆtres d’interrogation) de taille (2M +1)× (2N +1).
Pour chaque feneˆtre d’interrogation, on cherche le de´placement (∆x,∆y) d’une cellule (zone de
recherche) de meˆme taille et de contenu semblable, dans l’image enregistre´e a` l’instant t+∆t.
Ce qui se traduit par la recherche du couple (∆x,∆y) qui maximise le coefficient de corre´lation
IC de´fini par :
1. Charge Coupled Device, invente´ par George E. Smith et Willard Boyle dans les Laboratoires Bell en 1969
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IC(∆x,∆y) =
∑M
x=−M
∑N
y=−N I1(x, y)I2(x+∆x, y +∆y)√∑M
x=−M
∑N
y=−N I
2
1 (x, y)I
2
2 (x, y)
ou` I1 repre´sente l’intensite´ des pixels d’une feneˆtre de calcul de l’image 1 prise a` l’instant t et
I2 l’intensite´ de la feneˆtre de calcul de l’image 2 prise a` l’instant t+∆t.
Le calcul direct du coefficient de corre´lation IC ne´cessite ((2M + 1)× (2N + 1))2 multipli-
cations et additions. Une solution alternative permettant de gagner en rapidite´ de calcul est
l’e´valuation du pic de corre´lation dans l’espace spectral par application de la transforme´e de
Fourier rapide FFT. A noter que la FFT impose des feneˆtres d’analyse de taille carre´e (M ×M),
ou`M est une puissance de 2. Ce qui permet de re´duire le temps de calcul a` (2M+1)2×ln(2M+1).
image a` t: I1
image a` t+∆t: I2
Pic de corre´lation
∆x
zone d’interrogation
zone de recherche
FFT(I1)
Î1
FFT(I2)
Î2
Î1 ∗ Î2 FFT−1(Î1 ∗ Î2)
I1(m,n)
I2(m,n)
Figure 2.13 – Traitement d’un doublet d’images
Le de´placement ∆d privile´gie´ des particules est de´duit de la position du pic d’inter-corre´lation.
Celui-ci a une taille plus au moins distincte des autres pics sur une feneˆtre d’analyse (d’autant
plus distinctive que l’image est peu bruite´e). La position du pic de corre´lation ainsi de´finie a
une pre´cision de l’ordre du pixel. Ne´anmoins, pour certains e´coulements, cette pre´cision n’est
pas suffisante, figure (2.14). Une pre´cision sub-pixel est alors applique´e afin de de´terminer
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cette position avec une re´solution infe´rieure au pixel (de l’ordre de 1/10 a` 1/20 de pixel). Elle
consiste a` interpoler les valeurs entie`res de la fonction de corre´lation pour localiser pre´cise´ment
le maximum du pic de corre´lation. Les composantes de de´placement ∆x et ∆y s’e´crivent
∆x = i+ dxε
∆y = j + dyε
ou` (i, j) sont les coordonne´es entie`res qui maximisent IC et (dxε, dyε) sont les de´placements
fractionnaires permettant d’obtenir une meilleure pre´cision. La me´thode de pre´cision sub-pixel
actuellement la plus utilise´e pour trouver (dxε, dyε) est l’interpolation par une gaussienne f ,
figure (2.15)
f(x) = C exp
(
−(∆x− x)
2
k
)
Les de´placements fractionnaires obtenus par cette me´thode sont [WS98]
dxε =
ln ICi−1,j − ln ICi+1,j
2 ln ICi−1,j − 4 ln ICi,j + 2 ln ICi+1,j
dyε =
ln ICi,j−1 − ln ICi,j+1
2 ln ICi,j−1 − 4 ln ICi,j + 2 ln ICi,j+1
Le champ instantane´ de vitesses est ensuite de´termine´ par la relation (2.4.1).
Avec ”sub-pixel”Sans ”sub-pixel”
Figure 2.14 – Pre´cision sub-pixel. D’apre`s Lecordier [Lec11]
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Maximum X=235.7
X 234 235 236 237 238
ICi−1,j
ICi,j
ICi+1,j
Figure 2.15 – Interpolation gaussienne. D’apre`s Riethmuller [Rie11]
La taille des feneˆtres d’interrogation est choisie de fac¸on d’avoir au minimum dix particules
par feneˆtre. Cette re`gle n’est ge´ne´ralement pas ve´rifie´e pour des zones de taille 8× 8 pixels. Les
diffe´rentes tailles de cellules utilise´es dans notre configuration sont re´sume´es dans le tableau
ci-dessous.
Plan me´ridien Plan transversal
zone initiale 64× 64 pixels 128× 128 pixels
zone de recherche 16× 16 pixels 32× 32 pixels
Tableau 2.4 – Taille des cellules d’interrogation
Dans cette e´tude, le logiciel que nous avons utilise´ pour l’acquisition et le traitement des
images est DynamicStudio V3 (DANTEC DYNAMICS).
E. Calibration
Les champs de de´placements et de vitesses sont tout d’abord calcule´s en pixels. Afin d’expri-
mer ces champs dans le plan de mesure, il faut proce´der a` une correspondance entre les pixels
de la came´ra et les dimensions re´elles de l’image. Cette technique de calibration peut se faire
en prenant l’image d’une re´fe´rence, par exemple une mire introduite dans l’e´coulement afin de
prendre en compte la de´formation e´ventuelle de l’image.
F. Validation des mesures de vitesses
Les champs de vitesses instantane´es sont calcule´s a` partir des champs de de´placements et du
temps inter-image avec la relation (2.4.1). Les vecteurs vitesses obtenus comportent souvent des
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vecteurs errone´s qui n’ont aucune signification physique. Ces vecteurs doivent eˆtre e´limine´s ou
corrige´s. La valeur du rapport ”signal sur bruit” RSB (rapport des amplitudes du pic maximum
et du pic bruit le plus e´leve´) appele´ aussi facteur de corre´lation, constitue un bon crite`re pour
trier ces vecteurs. Ainsi, un vecteur est valide´ si cette valeur est supe´rieure a` 1, sinon, les vecteurs
vitesses sont, soit remplace´s par des vecteurs de valeurs calcule´es a` partir des vecteurs voisins
(interpolation), soit e´limine´s. On impose aussi un seuil de vitesse au-dela` duquel les vecteurs
seront supprime´s.
Une fois les champs de vitesses mesure´s, valide´s, il est possible de tracer des cartographies
de vitesses instantane´es, moyennes et fluctuantes, des cartographies de vorticite´s instanta-
ne´es et moyennes et plusieurs autres informations permettant de de´crire le comportement de
l’e´coulement.
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2.5 Configuration e´tudie´e
Dans le cadre de ce travail nous avons e´tudie´ une seule configuration de l’e´coulement cor-
respondant au JCAT. L’inclinaison des aubes inte´rieures αi et exte´rieures αo est : αi = 0° et
αo = 30°.
Comme il a e´te´ pre´cise´ pre´ce´demment, les techniques de visualisations nous permettent
d’identifier les diffe´rentes structures tourbillonnaires qui apparaissent dans l’e´coulement en
jouant sur les de´bits des jets inte´rieur Qi et exte´rieur Qo. Nous avons choisi dans cette e´tude,
les couples de vitesses de´bitantes des jets inte´rieurs Ui et exte´rieurs Uo permettant de visualiser
les structures les plus nettes, ou` Ui et Uo sont calcule´es comme suivant :
Ui =
Qi
πR2i
et Uo =
Qo
π(R2o −R2i )
Les caracte´ristiques de l’e´coulement du JCAT sont de´termine´es par cinq parame`tres :
1. E´chelle de longueur L :
L = Ro
2. Nombre de Reynolds Re de l’e´coulement de´fini comme :
Re =
UiRo
ν
Cette de´finition n’obe´it pas a` une re`gle ge´ne´rale, ne´anmoins, elle est par exemple souvent
de´finie par Re = UiRi/ν ou Re = UiDi/ν. Dans notre cas le choix du rayon exte´rieur Ro
comme longueur caracte´ristique permet d’avoir une valeur adimensionne´e de la coordonne´e
radiale r variant entre 0 et 1. Ro et Ui repre´senteront par la suite les e´chelles caracte´ristiques
de l’e´coulement.
3. Rapport des vitesses de´bitantes ξ :
ξ =
Uo
Ui
Ce rapport a e´te´ identifie´ par Forstall et Shapiro en 1950 [FS50] comme e´tant un des
parame`tres de´terminant des jets coaxiaux.
4. Rapport des rayons ψ :
ψ =
Ri
Ro
Le rapport ψ a une influence sur la longueur des coˆnes potentiels dans les jets coaxiaux.
En effet celle-ci augmente avec 1/ψ [CW71].
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5. Nombre de Swirl S est de´fini par (1.6.1) et permet d’estimer l’influence de la rotation
par rapport a` la vitesse axiale. Dans cette e´tude, le nombre de Swirl est donne´ par :
S =
W o
Ui
ou`W o est la vitesse azimutale maximale moyenne´e en temps, mesure´e dans le jet exte´rieur.
Ro
Ri
x
r
Ui
αi
Uo
αo
Figure 2.16 – Vitesses de´bitantes
Remarques :
– La vitesse de´bitante du jet inte´rieur Ui est supe´rieure a` celle du jet exte´rieur Uo (ξ < 1) ;
– Seul le jet exte´rieur est soumis a` une rotation (αi = 0° et αo = 30°) ;
– La mise en rotation du jet exte´rieur est re´alise´ par le biais d’un syste`me d’aubages fixe. La
modification du couple de vitesses de´bitantes (Ui, Uo) ou du nombre de Reynolds va donc
induire une vitesse de rotation W o diffe´rente et par la suite la modification du nombre de
Swirl S. Les parame`tres dynamiques (Re, ξ, S) de´pendent donc les uns des autres.
Le tableau (2.5) regroupe les diffe´rents cas e´tudie´s ainsi que les vitesses azimutales maximales
moyenne´es en temps des jets inte´rieur (W i) et exte´rieur (W o) mesure´es et les parame`tres
dynamiques correspondant a` chaque cas.
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cas Ui(mm/s) Uo(mm/s) W i(mm/s) W o(mm/s) ξ Re S
1 45,09 8,84 0 3 0,196 2283,3 0,067
2 45,09 10,87 0 4,3 0,241 2283,3 0,096
3 45,09 14,84 0 6,3 0,329 2283,3 0,14
4 45,09 18,58 0 8,1 0,412 2283,3 0,18
5 18,13 13,80 0 5,6 0,761 918,1 0,31
6 31,17 17,73 0 7,7 0,569 1578,4 0,246
7 31,17 19,57 0 8,8 0,628 1578,4 0,28
8 36,03 17,73 0 7,7 0,492 1824,5 0,216
9 36,03 19,57 0 8,6 0,543 1824,5 0,238
10 22,32 18,58 0 8,2 0,832 1130,2 0,368
11 85,77 14,84 0 6,5 0,17 4343,2 0,075
12 42,89 7,42 0 - 0,17 2171,6 -
Tableau 2.5 – Re´capitulatif des cas e´tudie´s
Ces diffe´rents cas sont ensuite e´tudie´s par PIV 2D-2C, permettant de mesurer les compo-
santes de vitesses longitudinale et radiale dans le plan me´ridien, figure (2.17) -(a) et la vitesse
azimutale dans le plan transversal, figure (2.17) -(b). Le cas 12 n’a pas e´te´ e´tudie´ par PIV, il
est seulement visualise´ par tomographie laser pour une comparaison avec le cas 11.
(a) (b)
Figure 2.17 – Positionnement de la came´ra d’acquisition pour les mesures dans le plan me´ridien
(a) et dans les plans transversaux (b)
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2.6 Grandeurs de´duites des mesures par PIV
Les mesures des champs de vitesses dans les plans me´ridien et transversaux permettent
d’acce´der respectivement aux vitesses (longitudinale, radiale) et (radiale, azimutale). Apre`s la
validation et le filtrage des vitesses mesure´es par PIV, les grandeurs cine´matiques de l’e´coulement
peuvent eˆtre de´duites. Nous notons respectivement les trois composantes longitudinale, radiale
et azimutale d’un vecteur vitesse instantane´ mesure´ a` un temps tj , en fonction des coordonne´es
de la PIV (xp, yp), par uj(xp, yp, tj), vj(xp, yp, tj) et wj(xp, yp, tj), j ∈ [1, N ] ou` N repre´sente le
nombre de doublets d’images. Pour les diffe´rents cas e´tudie´s dans cette the`se, nous disposons de
1000 paires d’images. Toutes les vitesses et les longueurs pre´sente´es par la suite sont adimension-
ne´es respectivement par la vitesse de´bitante du jet inte´rieur Ui et par le rayon du jet exte´rieur Ro.
Les moyennes temporelles adimensionne´es U(xp, yp), V (xp, yp) et W (xp, yp) des vitesses
instantane´es sont telles que :
U(xp, yp) =
1
NUi
N∑
j=1
uj(xp, yp, tj)
V (xp, yp) =
1
NUi
N∑
j=1
vj(xp, yp, tj) (2.6.1)
W (xp, yp) =
1
NUi
N∑
j=1
wj(xp, yp, tj)
La norme du vecteur vitesse moyen adimensionne´ est donne´e dans le plan longitudinal par :
EL = ||U(xp, yp)||L =
√
U
2
(xp, yp) + V
2
(xp, yp) (2.6.2)
et dans le plan transversal par :
ET = ||U(xp, yp)||T =
√
V
2
(xp, yp) +W
2
(xp, yp) (2.6.3)
D’apre`s la de´composition de Reynolds, tout champ de vitesse instantane´ peut eˆtre de´compose´
en grandeur moyenne´e en temps (U ,V ,W ) et fluctuante (u′j , v
′
j , w
′
j), j ∈ [1, N ] :
u′j(xp, yp, tj) =
1
Ui
uj(xp, yp, tj)− U(xp, yp)
v′j(xp, yp, tj) =
1
Ui
vj(xp, yp, tj)− V (xp, yp) (2.6.4)
w′j(xp, yp, tj) =
1
Ui
wj(xp, yp, tj)−W (xp, yp)
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Les e´carts-types appele´s aussi valeurs RMS des composantes de la vitesse fluctuante sont
de´finis ci-dessous :
u′rms(xp, yp) =
√√√√ 1
N
N∑
j=1
u′2j (xp, yp, tj)
v′rms(xp, yp) =
√√√√ 1
N
N∑
j=1
v′2j (xp, yp, tj) (2.6.5)
w′rms(xp, yp) =
√√√√ 1
N
N∑
j=1
w′2j (xp, yp, tj)
L’e´nergie cine´tique de la perturbation peut eˆtre calcule´e a` partir des valeur RMS des
composantes de vitesses comme suivant :
eL(xp, yp) =
1
2
(u′2rms(xp, yp) + v
′2
rms(xp, yp)) (2.6.6)
eT (xp, yp) =
1
2
(v′2rms(xp, yp) + w
′2
rms(xp, yp)) (2.6.7)
Les composantes de vitesses moyennes V (xp, yp) et W (xp, yp) et fluctuantes v
′
rms(xp, yp)
et w′rms(xp, yp) dans les plans transversaux e´tant mesure´es par la PIV dans les coordonne´es
carte´siennes, nous avons besoin de les projeter dans un repe`re cylindrique. Les coordonne´es
cylindriques r et θ sont telles que r ∈ [0, 1] et θ ∈ [0, 2π]. Soient xi et yi deux coordonne´es telles
que
xi = ri cos(θi) et yi = ri sin(θi)
il s’agit de calculer une valeur de V , W , v′rms et w
′
rms pour chaque nœud de la grille (xi, yi) a`
partir des donne´es initiales obtenues en (xp, yp). Nous avons utilise´ pour cela une fonction de
Matlab qui permet d’interpoler les donne´es initiales par des polynoˆmes. Les vitesses obtenues
sont alors V (r, θ), W (r, θ), v′rms(r, θ) et w
′
rms(r, θ).
Les composantes U(xp, yp), V (xp, yp), u
′
rms(xp, yp) et v
′
rms(xp, yp) mesure´es dans le plan
me´ridien, n’ont pas besoin de cette transformation car dans ce plan, la coordonne´e xp de la PIV
correspond a` la composante radiale r et yp a` la composante longitudinale x.
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2.7 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons expose´ les techniques expe´rimentales permettant d’e´tudier
l’e´coulement des jets coaxiaux pre´sentant une rotation au niveau du jet annulaire (JCAT). Nous
avons de´crit dans un premier temps, le dispositif expe´rimental permettant de ge´ne´rer les jets
coaxiaux avec des vitesses de´bitantes diffe´rentes. Chacun des deux jets peut eˆtre mis en rotation
inde´pendamment de l’autre par le biais d’un syste`me compose´ de 36 aubes d’angle d’incidence
re´glable, assurant la rotation du fluide. Les deux jets issus de deux convergents coaxiaux se
rencontrent dans une veine d’essai transparente.
Au sein de celle-ci, nous avons re´alise´ des visualisations par tomographie laser et des me-
sures de vitesses par Ve´locime´trie par Imagerie de Particules (PIV) dans des plans me´ridien
et perpendiculaires a` l’axe du jet pour e´tudier la dynamique de cet e´coulement. Nous avons
explique´ ici le principe des deux techniques utilise´es, le choix de l’ensemencement ainsi que les
proce´dures de mesures et de traitements permettant d’aboutir aux informations recherche´es.
Les re´sultats expe´rimentaux seront analyse´s dans le chapitre suivant.
Enfin, nous avons pre´sente´ la configuration de jet coaxial conside´re´e et les diffe´rents pa-
rame`tres caracte´risant cet e´coulement. Dans la mesure ou` l’incidence des aubes est fixe, ces
parame`tres sont lie´s les uns aux autres.
Chapitre 3
Analyse des re´sultats expe´rimentaux
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3.1 Introduction
L’e´tude pre´sente´e dans ce chapitre est base´e dans un premier temps sur les visualisations
de l’e´coulement par tomographie laser suivant un plan longitudinal (me´ridien) et des plans
transversaux (”cross flow”). Nous rappelons que l’e´coulement e´tudie´ est celui d’un jet coaxial
pre´sentant une rotation dans le jet annulaire (JCAT) et que le colorant est injecte´ dans le jet
central. Un inventaire des structures tourbillonnaires qui apparaissent dans cette configuration
de jet, est alors dresse´ en fonction des valeurs du nombre de Reynolds et du rapport des vitesses
choisies. Il est suivi par une pre´sentation des champs de vitesses longitudinale et azimutale
moyenne´s en temps obtenus a` partir des champs instantane´s mesure´s par PIV. Une comparaison
des structures observe´es par colorant dans les plans transversaux et celles obtenues par PIV est
propose´e.
Les profils expe´rimentaux moyens obtenus sont ensuite utilise´s pour construire la solution
de base pour l’e´tude de la stabilite´ line´aire globale des JCAT. Cette analyse e´tant effectue´e
mode par mode, il est donc ne´cessaire d’appliquer une transforme´e de Fourier dans la direction
azimutale aux champs de vitesses expe´rimentaux pour les comparer par la suite aux re´sultats
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nume´riques du chapitre 5.
Remarque :
Toutes les distances et les vitesses pre´sente´es ici sont adimensionne´es respectivement par le
rayon exte´rieur Ro = 47, 65mm et par la vitesse de´bitante du jet inte´rieur Ui = 31, 17mm/s.
Dans ce chapitre nous nous inte´ressons dans un premier temps, aux cas 1, 4, 7, 11 et
12, tableau (2.5) pour une comparaison des visualisations par tomographie laser, ensuite aux
mesures des champs de vitesses par PIV des cas 7 et 11. Les re´sultats de la PIV des autres
couples de vitesses de´bitantes (voir le meˆme tableau) ont e´te´ traite´s mais ne seront pas pre´sente´s
ici.
3.2 Analyse des visualisations par tomographie laser
L’analyse des visualisations de l’e´coulement par tomographie laser permet d’avoir un aperc¸u
sur les structures tourbillonnaires primaires et secondaires qui peuvent apparaˆıtre dans la
configuration e´tudie´e du JCAT. Elle permet aussi de de´terminer les modes les plus instables en
fonction des parame`tres de l’e´coulement.
Les visualisations dans les plans transversaux sont re´alise´es suivant six positions x de´finies
dans la zone de transition du jet, figure (3.1).
x∗(mm) x
Ro
Jet central
Jet annulaire
tournant
Veine d’essai Plan longitudinal (me´ridien)
Plans transversaux
x
r0
0,84
5,04
4,2
3,36
2,52
1,68
0
40,03
80,05
120,08
160,10
200,13
240,16
Figure 3.1 – Plans me´ridien et transversaux visualise´s par tomographie laser (x = x∗/Ro)
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3.2.1 Instabilite´s dans les jets coaxiaux tournants
La visualisation dans le plan longitudinal permet de montrer la formation des instabilite´s
primaires qui se manifestent juste en aval de la buse sous forme d’ondulation de l’interface
se´parant les deux jets. Le processus de de´veloppement, d’amplification et d’appariement des
structures primaires de Kelvin-Helmholtz observe´ dans les couches de cisaillement des jets par
Brown et Roshko [BR74], Liepmann et Gharib [LG92], Brancher [Bra96] et d’autres auteurs est
e´galement pre´sent ici.
La figure (3.2) est une vue dans le plan me´ridien de l’e´coulement du jet coaxial pre´sentant une
rotation dans le jet annulaire (cas 7), correspondant a` un nombre de Reynolds Re7 = UiRo/ν =
1578, 4, a` un rapport de vitesses ξ7 = Uo/Ui = 0, 63 et un nombre de Swirl S7 =W o/Ui = 0, 28
(ou` W o est la vitesse azimutale maximale moyenne´e en temps mesure´e par PIV dans le jet
exte´rieur). Dans le cas pre´sente´ ici, les ondulations dans la couche de cisaillement apparaissent a`
partir de la position x = 0, 84. Le premier tourbillon bien de´veloppe´ est observe´ en x = 1, 68. La
fre´quence f de passage des tourbillons de Kelvin-Helmholtz adimensionne´e par Ui/Ro est de 2,5.
Cette fre´quence est obtenue par chronome´trage. Le nombre d’onde axial k associe´ est de 22,8 et
la vitesse de phase vϕx de ces instabilite´s axisyme´triques est de 0,7. Cette valeur de vitesse est
tre`s proche de celle obtenue par (1 + ξ)/2 (e´gale a` 0,79). Ces tourbillons vont s’amplifier vers
l’aval et s’apparier avec les tourbillons voisins pour former des structures de taille plus grande.
L’appariement des anneaux toriques (structures primaires) se produit a` x = 4, 2. L’e´coulement
devient rapidement le sie`ge d’instabilite´s secondaires qui vont s’amplifier et s’entremeˆler avec
les anneaux toriques de Kelvin-Helmholtz. L’asyme´trie observe´e dans l’e´coulement est due a` ces
instabilite´s azimutales.
0
0,84
1,68
2,52
3,36
4,2
5,04
x
r
Figure 3.2 – Vue dans le plan me´ridien correspondant au cas 7 (Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et
S7 = 0, 28)
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Dans le but d’avoir une vision tridimensionnelle de l’e´coulement, de mieux comprendre
les instabilite´s primaires et d’observer les structures secondaires, des coupes transversales de
l’e´coulement ont e´te´ re´alise´es en s’e´loignant progressivement de la buse suivant la direction
longitudinale x, figure (3.3).
x=0
x=1,68
x=3,36
x=0,84
x=2,52
x=4,2
x=5,04
Figure 3.3 – Vue dans les plans transversaux x = 0, 0,84, 1,68, 2,52, 3,36, 4,2 et 5,04
correspondant au cas 7 (Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28)
A la position x = 0, le jet est axisyme´trique. Ceci est renseigne´ par sa forme parfaitement
circulaire. A cette station, les instabilite´s secondaires ne sont pas encore apparues. A partir
de x = 0, 84, le jet commence a` perdre son axisyme´trie, signature d’une instabilite´ azimutale
qui se manifeste avant meˆme que les structures primaires pleinement de´veloppe´es apparaissent
dans la zone de contact des deux jets. Ces structures secondaires s’amplifient en s’e´loignant
de la buse et s’enroulent dans le sens de la rotation du jet exte´rieur et s’entremeˆlent avec les
structures primaires. Ces dernie`res vont par conse´quent perdre progressivement leur axisyme´trie.
Pour les positions x = 3, 36, 4,2 et 5,04, nous pouvons remarquer que le jet a totalement
perdu son axisyme´trie et se pre´sente sous une forme carre´e avec pe´riodiquement des structures
tourbillonnaires aux quatre coins. En s’appuyant sur la notation utilise´e pour la de´composition
des instationnarite´s en modes normaux exp i(kx+mθ − 2πft), nous observons dans ce cas le
mode dominant |m| = 4. Ce nombre de´pend des parame`tres dynamiques de l’e´coulement : Re,
ξ et S. Rappelons qu’une variation du nombre de Reynolds Re et du rapport des vitesses ξ
induisent par de´faut une modification de la rotation S. Le pas he´lico¨ıdal p = m/k est de 0,17.
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3.2.2 Influence des parame`tres dynamiques Re et ξ
Dans cette partie, nous avons choisi d’illustrer l’influence du nombre de Reynolds Re et
du rapport des vitesses ξ sur la dynamique de l’e´coulement. Nous comparons les cas 1 et 4
et les cas 11 et 12 correspondant respectivement a` (Re1 = 2283, 3, ξ1 = 0, 196, S1 = 0, 067),
(Re4 = 2283, 3, ξ4 = 0, 412, S4 = 0, 18), (Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17, S11 = 0, 075) et
(Re12 = 2171, 6, ξ12 = 0, 17). Les cas 1 et 4 ont le meˆme nombre de Reynolds et des rapports
de vitesses diffe´rents avec ξ4 ≃ 2ξ1. En ce qui concerne les cas 11 et 12, leurs nombres de
Reynolds et rapports de vitesses sont tels que Re11 = 2Re12 et ξ11 = ξ12. Toutes ces valeurs
sont re´pertorie´es dans le tableau (2.5).
A. Cas 1 et 4 : Re1 = Re4 et ξ4 ≃ 2ξ1
Les vues instantane´es de l’e´coulement a` Re1 = 2283, 3, ξ1 = 0, 196, S1 = 0, 067 et Re4 =
2283, 3, ξ4 = 0, 412, S4 = 0, 18 dans le plan me´ridien sont repre´sente´es respectivement sur les
figures (3.4)-(a) et (3.4)-(b). Dans le cas 4 ou` la vitesse du jet exte´rieur est deux fois plus
importante que celle du cas 1, les instabilite´s de Kelvin-Helmholtz s’amplifient plus rapidement
et plus pre`s de la sortie du jet que pour le cas 1. L’enroulement des structures tourbillonnaires
est acce´le´re´ par la vitesse de´bitante exte´rieure de meˆme que l’appariement des structures qui
est observe´ de`s x = 3, 36 pour le cas 4. Ce phe´nome`ne se produit plus loin (a` partir de x = 4, 2)
dans le cas 1. La fre´quence adimensionne´e de passage des tourbillons est de 1,31 pour le cas 1
et 2,45 pour le cas 4.
0
0,84
1,68
2,52
3,36
4,2
5,04
x
r (a) 0
x
r
5,04
4,2
3,36
2,52
1,68
0,84
(b)
Figure 3.4 – Vue dans le plan me´ridien correspondant aux cas (a) 1 (Re1 = 2283, 3, ξ1 = 0, 196
et S1 = 0, 067) et (b) 4 (Re4 = 2283, 3, ξ4 = 0, 412 et S4 = 0, 18)
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Un aperc¸u du de´veloppement des instabilite´s secondaires tridimensionnelles pour les 2 cas est
donne´ de x = 0 a` 6, figure (3.5)-(a) et (b). Le meˆme constat peut eˆtre fait que pre´ce´demment :
plus la vitesse du jet exte´rieur augmente, plus les instabilite´s se de´veloppent plus pre`s de la
buse. Les images instantane´es dans les plans transversaux montrent que la rotation a tendance
a` diminuer le nombre d’onde azimutal qui passe de |m| = 5 pour S1 = 0, 067 (cas 1) a` |m| = 4
pour S4 = 0, 18 (cas 4). L’enroulement des structures secondaires est e´galement influence´ par le
rapport des vitesses ξ.
x=0 x=0,84
x=1,68 x=2,52
x=3,36 x=4,2
x=5,04
(a)
x=0 x=0,84
x=1,68 x=2,52
x=3,36 x=4,2
x=5,04
(b)
Figure 3.5 – Vue dans les plans transversaux x = 0, 0,84, 1,68, 2,52, 3,36, 4,2 et 5,04
correspondant aux cas (a) 1 (Re1 = 2283, 3, ξ1 = 0, 196 et S1 = 0, 067) et (b) 4 (Re4 = 2283, 3,
ξ4 = 0, 412 et S4 = 0, 18)
B. Cas 11 et 12 : Re11 = 2Re12 et ξ11 = ξ12
Nous allons maintenant nous placer dans la configuration ou` les deux e´coulements ont
le meˆme rapport de vitesses ξ11 = ξ12 = 0, 17 et de nombre de Reynolds diffe´rents avec
Re11 = 2Re12 = 4343, 2. Sur la figure (3.6)-(b), le jet reste longtemps structure´ compare´ au cas
11, figure (3.6)-(a) ou` les instabilite´s se de´veloppent rapidement peu apre`s la buse induisant un
me´lange des deux jets a` partir de x = 4, 2. Le nombre de Reynolds influe donc sensiblement
la dynamique de l’e´coulement par acce´le´ration du processus d’amplification des instabilite´s
primaires et secondaires dans le jet. La fre´quence adimensionne´e de passage des structures
de Kelvin-Helmholtz est de 4,46 pour le cas 11 et 1,52 pour le cas 12. Lorsque le nombre de
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Reynolds est e´leve´ (cas 11), plusieurs modes peuvent coexister et parfois de fac¸on e´quitable dans
l’e´coulement a` une position x donne´e. La notion de mode dominant se voit remplace´e par celle
de modes principaux. Ceci est illustre´ sur la figure (3.7) pour le cas 11 ou` les modes |m| = 6, 7,
8 et |m| > 8 sont observe´s. Le nombre d’onde azimutal croˆıt lorsque le nombre de Reynolds
augmente. En effet, il passe de |m| = 5 pour Re12 = 2171, 6, figure (3.8)-(b) a` |m| ≥ 6 pour
Re11 = 4343, 2. Ce re´sultat a de´ja` e´te´ observe´ par Liepmann et Gharib [LG92] pour des jets
sans rotation. Il a e´te´ confirme´ par Ivanic [Iva02] lors de son e´tude expe´rimentale sur diffe´rentes
configurations de jets coaxiaux tournants.
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Figure 3.6 – Vue dans le plan me´ridien correspondant aux cas (a) 11 (Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17
et S11 = 0, 075) et (b) 12 (Re12 = 2171, 6, ξ12 = 0, 17)
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diminue lorsque x croˆıt. Ceci a e´te´ observe´ pour le cas 11 a` un instant donne´ ou` le nombre de
structures passe a` m = |4| a` la position axiale x = 4, 2, figure (3.9).
Figure 3.9 – Visualisation dans le plan transversal en x = 4, 2 a` un instant donne´. Cas 11 :
Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17 et S11 = 0, 075
Les structures he´lico¨ıdales caracte´risant les diffe´rents cas e´tudie´s n’ont pas un mouvement
de rotation. Bien qu’elles soient perturbe´es par le passage des instabilite´s de Kelvin-Helmholtz,
elles persistent dans le temps. Leur vitesse de phase est donc nulle. Le tableau 3.1 re´sume pour
les cas pre´sente´s ici les valeurs des grandeurs adimensionne´es caracte´ristiques des instabilite´s,
soient la fre´quence f et la vitesse de phase vϕx des instabilite´s axisyme´triques, le nombre d’onde
axial k, le nombre d’onde azimutal m, la vitesse de phase des instabilite´s he´lico¨ıdales vϕθ et le
pas he´lico¨ıdal de ces structures p :
Cas f k vϕx |m| vϕθ p
1 1,31 17,95 0,46 5 0 0,28
4 2,45 17,95 0,86 4 0 0,22
7 2,5 22,8 0,7 4 0 0,17
11 4,46 20,94 1,34 ≥ 6 0 ≥ 0, 29
12 1,52 19,64 0,49 5 0 0,25
Tableau 3.1 – Grandeurs caracte´ristiques des instabilite´s
3.3 Analyse des champs moyens
L’analyse de l’e´coulement moyen est maintenant effectue´e en s’appuyant sur l’e´volution des
champs de vitesses moyens mesure´s dans le jet par PIV. Les re´sultats pre´sente´s correspondent
aux cas 7 (Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28) et 11 (Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17 et
S11 = 0, 075). Ces deux cas sont choisis du fait de leur dynamique diffe´rente. En effet, la
visualisation de l’e´coulement par tomographie laser pre´voit le mode |m| = 4 comme le mode
dominant pour le cas 7 et |m| = 8 pour le cas 11. Pour chaque cas, 1000 paires d’images sont
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enregistre´es dans le plan longitudinal (x, r) et dans les plans transversaux (r, θ). Les valeurs du
pas de temps ∆t se´parant chaque doublet d’images sont re´sume´es dans les tableaux (3.2)-(a)
et (b). La zone de mesure est de dimensions 95, 3 × 95, 3mm, pour des feneˆtres de recherche
de 16× 16 pixels correspondant a` 0, 74× 0, 74mm pour le plan me´ridien et de 32× 32 pixels
e´quivalent a` 1, 49× 1, 49mm pour les plans transversaux. Un recouvrement de 50% est impose´
entre les feneˆtres adjacentes dans les deux plans. L’utilisation d’un chevauchement de mailles
de calcul permet d’augmenter le nombre de donne´es sur une meˆme image. En effet, lorsque
des particules se trouvent sur les bords des zones de calcul, elles ne sont pas prises en compte.
Ces particules passent aussi d’une feneˆtre a` une autre au cours de leur de´placement. Une
perte d’information peut alors se produire entre les zones d’interrogation. En imposant un
recouvrement entre deux mailles adjacentes, les donne´es perdues peuvent eˆtre re´cupe´re´es, figure
(3.10). Ces informations ont une signification physique, ce qui n’est pas le cas de celles obtenues
par une interpolation classique. L’expe´rience montre que le taux du recouvrement ne doit pas
de´passer 50% pour e´viter de cre´er un sur-e´chantillonnage ne´faste [Dan09].
16 pix
16 pix 16 pix
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16 pix
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recouvrement
de 50%
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zones de calcul
Figure 3.10 – Illustration du principe de recouvrement entre deux feneˆtres voisines
Cas ∆t(µs)
7 5700
11 3500
(a)
Cas x ∆t(µs)
7
0 12000
3,36 12000
4,2 12000
5,04 12000
11
0 7500
1,68 5000
2,52 5000
(b)
Tableau 3.2 – Pas de temps entre deux images d’un doublet dans le plan (a) me´ridien et (b)
dans les plans transversaux pour les cas 7 et 11
3.3. Analyse des champs moyens 73
Les informations au niveau de la paroi de la veine ne doivent pas eˆtre prises en compte.
En effet, lorsqu’une feneˆtre d’interrogation est a` cheval sur la paroi, plusieurs pics vont eˆtre
de´tecte´s en raison de la taille de la feneˆtre qui n’est pas infiniment petite. D’autre part, les
re´flexions du laser sur la paroi donnent l’illusion de l’existence de particules en dehors de celle-ci,
figure (3.11). Ces particules vont aussi eˆtre prises en compte dans l’analyse. Le re´sultat final du
de´placement des particules au niveau de la paroi va donner un faux vecteur de valeur non nulle.
Un masque est donc applique´ a` la fin de la proce´dure pour e´liminer les faux vecteurs qui seront
remplace´s par des vecteurs nuls.
1 pix
particule sur
la paroi Vp = 0
paroi
re´flexion
zone masque´e
16 pix
zone a` cheval
sur la paroi
feneˆtre
voisine
Figure 3.11 – Analyse proche de la paroi
Les mesures de la vitesse a` la position x = 0, la` ou` le jet est encore axisyme´trique, sont
destine´es a` l’e´tude de la stabilite´ line´aire globale du cinquie`me chapitre. Les mesures aux autres
positions de´pendent de l’e´volution de l’e´coulement et nous nous inte´ressons uniquement a` la
zone de transition du jet. La vitesse radiale de l’e´coulement e´tant tre`s faible, seuls les profils de
vitesses longitudinale et azimutale sont pre´sente´s ici. Nous notons les coordonne´es de la PIV
par xp et yp. Dans le plan me´ridien, ces coordonne´es co¨ıncident avec celles de la direction ra-
diale r et longitudinale x de l’e´coulement. Dans ce plan, xp sera donc remplace´e par r et yp par x.
A. Cas 7 : Re7 = 1578,4, ξ7 = 0,63 et S7 = 0,28
La figure (3.12) pre´sente l’e´volution de la vitesse longitudinale moyenne´e en temps en se
de´plac¸ant en aval de la buse situe´e a` x = 0. Par souci de clarte´, une translation de 0,2 est
applique´e entre chaque profil. On peut remarquer que le profil de la vitesse est classique de type
”bouchon”, profil caracte´risant les jets coaxiaux sans rotation. Sur la paroi, en r = 1, la vitesse
des particules doit eˆtre nulle, ne´anmoins, dans la zone proche des parois, l’erreur commise sur
les mesures de vitesses devient tre`s grande. Ceci est duˆ aux re´flexions parasites du laser sur
les parois de la veine en PMMA et a` l’influence de la paroi comme il a e´te´ explique´ pre´ce´demment.
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A la position x = 0, les re´flexions du laser sur la partie me´tallique de la buse conduit a` une
illumination continue des pixels, ge´ne´rant ainsi des vecteurs vitesses errone´s en r = 0, 21. Ce
phe´nome`ne disparaˆıt comple´tement pour les feneˆtres situe´es au-dessus.
Figure 3.12 – Vitesse longitudinale moyenne´e en temps adimensionne´e (cas 7 : Re7 = 1578, 4,
ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28). Une translation de 0,2 est applique´e entre chaque profil de vitesse
Juste en aval de la buse, a` x = 0, une forte diminution de la vitesse est observe´e dans la
zone de cisaillement, en r = 0, 42, caracte´risant le sillage de la buse.
Ce sillage est duˆ a` l’adhe´rence du fluide a` la paroi de la buse qui fait qu’il y a force´ment
un de´ficit de vitesse. A l’extre´mite´ de la buse (E), figure (3.13), les vitesses Uo et Ui passent
force´ment par 0 en r = 0, 42. Ceci cre´e le creux au niveau de l’interface entre les deux jets, et
donc le sillage.
U = 0
Jet central
Jet annulaire
(E)
r
x
Paroi de
la buse
Sillage de
la buse
Ui Uo
Figure 3.13 – Sillage derrie`re une buse
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L’e´paisseur de la buse joue un roˆle sur la longueur de la zone du sillage, i.e., selon le bord
de la buse plus au moins fin, la composante de sillage est plus au moins marque´e, voir l’e´tude
de Laizet et al. [LLL10] sur l’effet de la ge´ome´trie de trois plaques diffe´rentes sur la zone du sillage.
La dissipation du sillage suivant la direction longitudinale est due d’une part a` l’entraine-
ment visqueux et d’autre part, a` l’entrainement turbulent. L’entrainement visqueux (capacite´
des particules fluides a` entrainer leurs voisines) conduit le sillage a` avoir une dimension finie
(contrairement au cas d’un fluide parfait ou` le sillage est infini). L’entrainement turbulent quant
a` lui, est lie´ aux structures qui entrainent le fluide. Ce mouvement tourbillonnaire va diminuer
conside´rablement la longueur du sillage. En effet, la couche limite de part et d’autre de la paroi
de la buse ge´ne`re un laˆcher tourbillonnaire. Dans la configuration ou` la vitesse du jet inte´rieur
est supe´rieure a` la vitesse du jet exte´rieur, ces tourbillons vont eˆtre beaucoup plus forts dans
un sens que dans l’autre. Au bout d’un certain temps, de´pendant de l’e´paisseur de la paroi et
du cisaillement entre les deux jets, les tourbillons les plus forts vont dominer et les plus faibles
vont disparaˆıtre. Ce qui va mener a` un passage d’un sillage a` une couche de me´lange pure ou`
les tourbillons tournent dans un seul sens et ou` le sillage a comple´tement disparu. C’est donc le
brassage par une seule varie´te´ de structures tourbillonnaires qui tournent dans un seul sens qui
dissipe le sillage.
Dans la configuration traite´e ici, ce me´canisme n’est pas tre`s prononce´ dans les visualisations.
Ceci est duˆ a` l’e´paisseur de la paroi de la buse qui est tre`s mince et au rapport des vitesses
de´bitantes ξ qui n’est pas assez e´leve´ pour observer ce laˆcher de tourbillons. Nous arrivons aussi
toˆt a` la couche de me´lange pure. La zone de sillage reste le´ge`rement visible jusqu’a` x = 1, 4. La
force centrifuge induite par la rotation du jet annulaire acce´le`re la disparition du sillage derrie`re
le convergent inte´rieur car elle excite plus facilement les structures tourbillonnaires.
Bien en aval de la sortie de la buse, le profil de vitesse longitudinale est de´crit par une
parabole d’e´quation 1− r2. La croissance de la pente du profil de vitesse au voisinage de r = 1
est due a` la couche limite qui devient plus e´paisse en s’e´loignant de la buse.
Les profils de la vitesse azimutale moyenne´e en temps et en θ, mesure´s a` diffe´rentes positions
x = 0, 3,36, 4,2 et 5,04 sont pre´sente´s sur la figure (3.14). La diminution de cette vitesse
en s’e´loignant progressivement de la sortie de la buse est due a` la rotation qui n’est pas
entretenue, contrairement a` la vitesse longitudinale qui est maintenue par les de´bits injecte´s de
fac¸on continue et donc ne s’atte´nue pas en aval. Nous pouvons alors remarquer qu’a` partir de
x = 3, 36, les profils de vitesse angulaire ne sont plus semblables au profil en x = 0. Ceci est
duˆ a` l’entrainement visqueux e´voque´ pre´ce´demment, et peut e´galement eˆtre duˆ aux effets non
line´aires.
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Figure 3.14 – E´volution de la moyenne temporelle de la vitesse azimutale adimensionne´e (cas
7 : Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28) pour x = 0, 3,36, 4,2 et 5,04
Les visualisations de l’e´coulement par tomographie laser dans les plans transversaux pre´voient
le mode |m| = 4 comme le mode le plus instable pour le cas 7. Ce mode dominant est aussi
observe´ avec les mesures par PIV dans ces plans, figure (3.15). Le choix de 1000 paires d’images
est alors suffisant pour cette e´tude. Les figures a` gauche obtenues par les mesures correspondent
a` la norme des champs moyens des vitesses radiale et azimutale ET =
√
V
2
+W
2
tandis que
les images a` droite sont des visualisations instantane´es de l’e´coulement par tomographie laser.
La correspondance du mode le plus instable pour les deux techniques permet de ve´rifier que la
vitesse de phase est nulle pour ces instabilite´s he´lico¨ıdales quel que soit le mode de visualisation
et malgre´ le passage des instabilite´s de Kelvin-Helmholtz qui les pulsent nous les retrouvons
toujours inchange´es.
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x = 0
x = 3, 36
x = 4, 2
x = 5, 04
Figure 3.15 – Position moyenne des structures obtenue par PIV compare´e a` leur position
instantane´e visualise´e par tomographie laser (cas 7 : Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28).
Les figures a` gauche correspondent a` la norme du champ de vitesse moyen ET =
√
V
2
+W
2
mesure´ aux positions x = 0, 3,36, 4,2 et 5,04
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Une transforme´e de Fourier rapide dans la direction azimutale θ est applique´e a` la norme
ET (r, θ) des champs de vitesses mesure´s en x = 3, 36, 4,2 et 5,04. Cette analyse modale nous
permet d’identifier le mode d’amplitude la plus e´leve´e et sa position dans la direction radiale r.
Le mode axisyme´trique m = 0 pre´sente´ en trait discontinu ne fera pas l’objet de cette e´tude
car il est pris en compte dans l’e´tat de base. De meˆme pour le mode m = 1 qui contient
principalement du bruit amplifie´ par le passage des instabilite´s de Kelvin-Helmholtz. Ce mode
peut aussi eˆtre duˆ aux irre´gularite´s de la ge´ome´trie de la buse et a` la de´formation d’alignement
de la came´ra par rapport a` l’axe du jet qui peut induire un mode 1. Nous observons sur les
histogrammes de la figure (3.18) trace´s a` la position x = 3, 36, que le mode m = 4 est en
compe´tition avec le mode m = 5. Ceci est aussi constate´ sur les champs instantane´s de vitesse,
figure (3.16) et par les visualisations par tomographie laser, figure (3.17). Ces histogrammes
montrent e´galement que le mode m = 4 devient dominant a` partir de la position radiale r = 0, 7
et son amplitude maximale est atteinte en r = 0, 8. Ce qui peut eˆtre explique´ par le passage
des instabilite´s de Kelvin-Helmholtz qui e´jectent ces structures vers les grands rayons. Nous
remarquons e´galement l’e´mergence du mode m = 8 qui est un harmonique du mode 4. Aux
stations x = 4, 2 et x = 5, 04, le mode m = 4 est dominant dans les diffe´rentes positions r
avec une amplitude maximale en r = 0, 7, figures (3.19)-(3.20). A la position x = 5, 04, nous
retrouvons la compe´tition entre les modes 4 et 5.
t t + dt t + adt
Figure 3.16 – Repre´sentation de la norme des champs moyens de vitesse ET adimensionne´s
pour diffe´rents instants en x = 3, 36 (Cas 7 : Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28)
Figure 3.17 – Visualisations par tomographie laser pour diffe´rents instants en x = 3, 36 (Cas
7 : Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28)
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Position x = 3,36 :
Figure 3.18 – FFT dans la direction azimutale de la norme des champs moyens de vitesse
ET (r, θ) adimensionne´s (Cas 7 : Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28) pour x = 3, 36
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Position x = 4,2 :
Figure 3.19 – FFT dans la direction azimutale de la norme des champs moyens de vitesse
ET (r, θ) adimensionne´s (Cas 7 : Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28) pour x = 4, 2
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Position x = 5,04 :
Figure 3.20 – FFT dans la direction azimutale de la norme des champs moyens de vitesse
ET (r, θ) adimensionne´s (Cas 7 : Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28) pour x = 5, 04
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B. Cas 11 : Re11 = 4343,2, ξ11 = 0,17 et S11 = 0,075
L’e´volution du profil de la vitesse longitudinale moyenne adimensionne´e, suivant le direction
axiale x est propose´e sur la figure (3.21) pour le cas 11. Nous constatons que le profil moyen est
toujours de type bouchon. L’effet du sillage de la buse est e´galement observe´ mais il est moins
prononce´ que dans le cas pre´ce´dent. Ceci est duˆ au rapport de vitesse plus faible (ξ11 = 0, 17).
La diminution de la vitesse qui est a` l’origine du sillage, a comple´tement disparu a` partir de
x = 0, 56 alors qu’elle e´tait encore visible jusqu’a` x = 1, 4 dans le cas 7.
Figure 3.21 – Vitesse longitudinale moyenne´e en temps adimensionne´e (cas 11 : Re11 = 4343, 2,
ξ11 = 0, 17 et S11 = 0, 075). Une translation de 0,2 est applique´e entre chaque profil de vitesse
Les profils de vitesse azimutale moyenne´e en temps et calcule´e aux positions x = 0, 1,68 et
2,52, sont repre´sente´s sur la figure (3.22). Les effets de l’entrainement visqueux sur la vitesse
azimutale sont aussi observe´s pour ce cas.
Figure 3.22 – E´volution de la moyenne temporelle de la vitesse azimutale adimensionne´e (cas
11 : Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17 et S11 = 0, 075) pour x = 0, 1,68 et 2,52
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La figure (3.23) montre la correspondance entre la tomographie laser et la PIV pour le mode
le plus instable. Le mode |m| = 8 est observe´ par ces deux techniques.
x = 1, 68
x = 2, 52
x = 0
Figure 3.23 – Position moyenne des structures obtenue par PIV compare´e a` leur position
instantane´e visualise´e par tomographie laser (cas 11 : Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17 et S11 = 0, 075).
Les figures a` gauche correspondent a` la norme du champ de vitesse moyen ET =
√
V
2
+W
2
mesure´ aux positions x = 0, 1,68 et 2,52
Le spectre de ET en fonction du nombre d’onde azimutal m (cas 11), figure (3.24)-(3.25),
montre que l’amplitude du modem = 8 est la plus e´leve´e, bien qu’elle reste faible en comparaison
avec le cas pre´ce´dent. La compe´tition entre les modes 6, 7, 8 et m > 8 observe´s par tomographie
laser, figure (3.7) est e´galement pre´sente ici. Ceci rejoint les remarques faites pre´ce´demment
pour les configurations ou` le nombre de Reynolds est e´leve´ ou` plusieurs modes se succe`dent.
Ne´anmoins, le mode m = 8 est plus couramment observe´ que les autres. Les modes 2 et 4, sont
des sous-harmoniques du mode m = 8. Le mode 4 est observe´ par tomographie laser bien en
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aval de la sortie de la buse en x = 4, 2, figure (3.9).
La dominance du mode m = 8 peut eˆtre attribue´e a` la plus faible rotation du jet exte´rieur
(S11 = 0, 075) qui diminue la contribution des instabilite´s centrifuges a` la structure observe´e.
Nous nous rapprochons du cas du jet libre ou` un mode huit est couramment observe´. Ivanic
[Iva02] a trouve´ par visualisations par tomographie laser du cas d’un jet coaxial non tournant a`
un nombre de Reynolds Re = 4765, que les modes m = 7 et m = 8 ont e´te´ pre´sents e´quitable-
ment. Son e´tude expe´rimentale sur les JCAT a montre´ que la rotation a tendance a` diminuer
le nombre d’onde azimutal. Loiseleux et Chomaz [LC03] ont e´tudie´ l’influence du Swirl sur la
dynamique du jet hydraulique a` Re = 1490. Ils ont trouve´ que le nombre d’onde azimutal passe
de m = 7 pour S = 0 a` m = 4 pour S = 0, 49. Ce qui peut expliquer dans notre cas le passage
du mode m = 4 (S7 = 0, 28, cas 7) vers m = 8 (S11 = 0, 075, cas 11).
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Position x = 1,68 :
Figure 3.24 – FFT dans la direction azimutale de la norme des champs moyens de vitesse
ET (r, θ) adimensionne´s (Cas 11 : Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17 et S11 = 0, 075) pour x = 1, 68
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Position x = 2,52 :
Figure 3.25 – FFT dans la direction azimutale de la norme des champs moyens de vitesse
ET (r, θ) adimensionne´s (Cas 11 : Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17 et S11 = 0, 075) pour x = 2, 52
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3.4 Fluctuations de vitesses
L’analyse des champs de vitesses moyens permet d’avoir une vue globale de l’e´coulement
mais pour pre´ciser les instabilite´s d’un e´coulement, il est indispensable d’e´tudier ses fluctuations
de vitesses longitudinale u′(xp, yp, t), radiale v
′(xp, yp, t) et azimutale w
′(xp, yp, t). Celles-ci
sont de´duites des mesures par PIV des champs instantane´s de vitesses et de leurs moyennes
temporelles (2.6.5). La re´partition spatiale de la valeur rms de ces perturbations u′rms(xp, yp),
v′rms(xp, yp) et w
′
rms(xp, yp) (2.6.6), est repre´sente´e sur les figures (3.26)-(3.30) pour les cas 7 et
11.
A. Cas 7 : Re7 = 1578,4, ξ7 = 0,63 et S7 = 0,28
Dans le plan me´ridien, figure (3.26) les instabilite´s de cisaillement a` l’interface des deux jets
ne sont pas visibles. Ceci est duˆ a` la plage de mesure conside´re´e dans le cadre de cette e´tude qui
s’arreˆte a` x = 1, 4. En effet, les visualisations par tomographie laser de cet e´coulement, figure
(3.2) n’ont permis d’observer le premier tourbillon bien de´veloppe´ qu’a` partir de x = 1, 68.
La figure (3.26)-(a) permet de remarquer que la fluctuation de vitesse longitudinale dans
le jet central est plus e´leve´e dans l’intervalle de mesure x ∈ [0; 0, 25]. Ceci peut eˆtre un bruit
amplifie´ par la buse. Nous observons aussi dans cette figure les zones de sillage de part et d’autre
des parois de la buse.
(a) (b)
Figure 3.26 – Valeur rms des perturbations (a) longitudinale u′rms(r, x) et (b) radiale v
′
rms(r, x)
pour le cas 7( Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28)
Les fluctuations de la vitesse azimutale w′rms(xp, yp) dans les plans transversaux, figure
(3.27), permettent d’identifier le mode m = 4 a` partir de la position x = 3, 36. Toutefois les
mesures dans ces plans sont bruite´es ce qui va sans doute avoir un impact sur les re´sultats
obtenus.
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x = 0 x = 3, 36
x = 4, 2 x = 5, 04
Figure 3.27 – Valeur rms de la perturbation azimutale w′rms(xp, yp) a` diffe´rentes positions x
pour le cas 7 : Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28
L’application d’une transforme´e de Fourier a` w′rms(r, θ) dans la direction azimutale θ permet
d’avoir les perturbations azimutales ŵmrms(r) pour chaque mode. Nous pre´sentons sur la figure
(3.28) ŵmrms(r) suivant la direction radiale pour les modes pre´ponde´rants m = 4 et m = 5.
(a) (b)
Figure 3.28 – Vitesse de la fluctuation azimutale ŵmrms(r) pour diffe´rentes positions x (cas 7 :
Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28
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Nous remarquons sur la figure (3.28)-(a) que les fluctuations sont plus importantes dans
l’intervalle 0, 42 ≤ r < 1. Nous pouvons constater que la position de l’amplitude maximale
de la fluctuation de vitesse s’e´carte de la paroi lorsqu’on s’e´loigne de la buse. En effet, le
maximum de ŵmrms est atteint approximativement en r = 0, 9 a` la position axiale x = 3, 36, en
r = 0, 7 a` x = 4, 2 et en r = 0, 62 a` la station x = 5, 04. Ceci est a` comparer avec les re´sultats
pre´ce´dents, figures (3.18)-(3.20) ou` l’amplitude maximale du mode m = 4 est atteinte en r = 0, 8
a` la station x = 3, 36 et en r = 0, 7 aux positions x = 4, 2 et 5,04. Pour ce qui est du mode
m = 5, figure (3.28)-(b), les fluctuations de la vitesse azimutale sont e´galement dominantes
dans le jet exte´rieur, avec un maximum de ŵmrms atteint en r = 0, 9 pour les trois positions
x. Il est tout de meˆme difficile de distinguer le pic maximal proche de la buse (en x = 3, 36).
Nous pouvons aussi constater que l’amplitude du mode 5 est relativement faible devant celle
du mode 4. Les histogrammes (3.18)-(3.20) ont permis de localiser l’amplitude maximale du
mode 5 en r = 0, 8 a` x = 3, 36, en r = 0, 9 a` x = 4, 2 et en r = 0, 6 a` x = 5, 04. Nous pou-
vons conclure que les modesm = 4 etm = 5 sont localise´s dans le jet exte´rieur proche de la paroi.
B. Cas 11 : Re11 = 4343,2, ξ11 = 0,17 et S11 = 0,075
Dans le plan me´ridien, figure (3.29), la couche de me´lange apparaˆıt rapidement en aval de la
buse bien que les mesures s’arreˆtent a` x = 1, 4. Le sillage de cette dernie`re disparaˆıt plus vite
par le brassage des structures tourbillonnaires. Les zones de cisaillement marquent la pre´sence
du coˆne potentiel. Sa longueur est approximativement de 2, 76Di (ou` Di est le diame`tre du jet
inte´rieur).
(a) (b)
Figure 3.29 – Valeur rms des perturbations (a) longitudinale u′rms(r, x) et (b) radiale v
′
rms(r, x)
pour le cas 11 (Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17 et S11 = 0, 075)
Les mesures de la fluctuation azimutale dans les plans transversaux, figure (3.30), ne
permettent pas de de´tecter pre´cise´ment les modes principaux (m = 6, 7 et 8) de ce cas.
Ne´anmoins, nous observons a` la position x = 1, 68 l’e´mergence du mode m = 4. Celui-ci a e´te´
observe´ plus loin en x = 4, 2 par tomographie laser, figure (3.9).
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x = 1, 68 x = 2, 52
Figure 3.30 – Valeur rms de la perturbation azimutale w′rms(xp, yp) a` diffe´rentes positions x
pour le cas 11 : Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17 et S11 = 0, 075
Nous pre´sentons sur la figure (3.31) les fluctuations de la vitesse azimutale ŵmrms(r) pour les
modes principaux m = 6, 7 et 8. Nous constatons que pour ces trois modes, les fluctuations sont
plus importantes dans la zone de cisaillement entre les deux jets tandis que les histogrammes
des figures (3.24) et (3.25) montrent que l’amplitude de ces modes est plus e´leve´e dans le jet
annulaire (en r = 0, 6 aux positions x = 1, 68 et 2,52 pour le mode 6, en r = 0, 8 a` x = 1, 68
et en r = 0, 42 a` x = 2, 52 pour le mode 7 et en r = 0, 8 pour les deux positions x pour le mode 8).
Figure 3.31 – Vitesse de la fluctuation azimutale ŵmrms(r) pour diffe´rentes positions x pour le
cas 11 : Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17 et S11 = 0, 075
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3.5 Conclusion
Les jets coaxiaux tournants sont le sie`ge d’instabilite´s primaires de Kelvin-Helmholtz et
secondaires qui apparaissent juste a` la sortie de la buse. Des visualisations par tomographie
laser de l’e´coulement dans le plan me´ridien et dans les plans transversaux ont e´te´ re´alise´es pour
suivre le processus de de´veloppement et d’amplification de ces instabilite´s. Les visualisations
suivant les plans transversaux donnent des informations sur le mode le plus instable.
Les structures primaires se manifestent sous forme d’ondulations au niveau de l’interface
entre les deux jets. Celles-ci s’amplifient en aval induisant la formation d’anneaux toriques.
Ces derniers vont s’apparier avec les structures voisines cre´ant ainsi des tourbillons de taille
plus grande. Les instabilite´s secondaires quant a` elles, envahissent rapidement l’e´coulement,
s’entremeˆlent avec les anneaux toriques de Kelvin-Helmholtz. Ces derniers vont par la suite
perdre totalement leur axisyme´trie.
La dynamique de l’e´coulement de jets coaxiaux de´pend de plusieurs parame`tres lie´s les uns
aux autres car l’inclinaison des aubes est maintenue fixe durant toute la campagne d’essai :
nombre de Reynolds, rapport des vitesses de´bitantes et le nombre de Swirl. Nous avons e´tu-
die´ l’influence de ces parame`tres sur la configuration du JCAT. D’une part, l’augmentation
du rapport des vitesses et donc du nombre de Swirl acce´le`re le processus d’amplification et
d’appariement des structures de Kelvin-Helmholtz. D’autre part, nous pouvons constater que la
rotation a tendance a` diminuer le nombre d’onde azimutal.
Le meˆme effet sur la dynamique de l’e´coulement est observe´ lorsque le nombre de Reynolds
augmente. Celui-ci fait croˆıtre le nombre d’onde azimutal. Une fois Re atteint une certaine
valeur (e´leve´e), plusieurs modes peuvent coexister a` une position donne´e. Nous parlons alors
des modes principaux plutoˆt que du mode dominant.
Dans une seconde partie du chapitre, nous avons analyse´ les champs de vitesse mesure´s
par PIV du JCAT. Le profil de la vitesse axiale moyenne´e en temps de cette configuration
d’e´coulement est de type bouchon. Une zone de sillage due a` la buse est nettement observe´e
en aval. Cette zone finit par s’estomper par effets d’entraˆınements visqueux et par mouvement
tourbillonnaire. Les re´sultats pre´sente´s dans cette partie correspondent aux cas 7 et 11.
Une bonne correspondance entre les modes les plus instables visualise´s instantane´ment par
tomographie laser et ceux trouve´s par PIV a e´te´ constate´e. Ces structures he´lico¨ıdales persistent
dans le temps et ne subissent aucun mouvement de rotation. Elles sont perturbe´es par le passage
des instabilite´s de Kelvin-Helmholtz qui tendent parfois a` les e´jecter vers les bords du jet.
Une analyse de Fourier dans la direction azimutale a e´te´ effectue´e afin de de´terminer le mode
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d’amplitude la plus e´leve´e ainsi que sa position dans la direction radiale.
Enfin, les fluctuations de cet e´coulement ont e´te´ e´tudie´es mode par mode. Elles permettent
d’indiquer les endroits ou` les perturbations sont les plus importantes.
Les visualisations par tomographie laser et les mesures par PIV du cas 7 de parame`tres
dynamiques : Re7 = 1578, 4, ξ7 = 0, 63 et S7 = 0, 28, ont montre´ que le mode m = 4 est le mode
dominant. L’analyse de Fourier azimutale des champs de vitesses moyenne´s et des fluctuations
azimutales a permis de localiser ce mode dans le jet annulaire proche de la paroi.
En ce qui concerne le cas 11 de parame`tres dynamiques : Re11 = 4343, 2, ξ11 = 0, 17 et
S11 = 0, 075, il se comporte comme un jet pur dans un environnement en faible mouvement
axial et azimutal.
Dans ce qui suit, nous allons e´tudier la stabilite´ line´aire globale du cas 7 en espe´rant trouver
les meˆmes re´sultats obtenus expe´rimentalement.
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4.1 Introduction
Dans ce chapitre nous allons pre´senter les outils nume´riques utilise´s pour re´soudre le syste`me
d’e´quations gouvernant l’e´volution d’un e´coulement incompressible. L’e´coulement e´tudie´ e´tant
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non paralle`le, de´pend des directions radiale et longitudinale. Plusieurs ope´rateurs de de´rivation
vont donc intervenir dans ces e´quations : de´rivations en temps et en espace suivant les directions
radiale, azimutale et axiale. Apre`s la description et la mise en e´quation du proble`me, nous allons
pre´senter les me´thodes ade´quates permettant la discre´tisation de ces ope´rateurs. Ces me´thodes
doivent eˆtre adapte´es aux proprie´te´s de l’e´coulement et a` ses conditions aux limites. Deux codes
de calcul ont e´te´ re´alise´s avec le logiciel Matlab. Le premier (BaseFlow.m) permet de construire
l’e´tat de base stationnaire non-paralle`le a` partir des profils de vitesses longitudinale et azimutale
mesure´es par PIV a` la sortie du jet (en x = 0). Le second (LinStab.m), permet l’analyse de
la stabilite´ line´aire globale de cet e´coulement. Ce chapitre se termine par une validation des
me´thodes de calcul nume´rique mode´lisant l’e´volution de l’e´coulement. Les informations donne´es
par cette e´tude seront compare´es dans le chapitre suivant aux re´sultats expe´rimentaux.
4.2 Description du proble`me et mise en e´quation
Dans tout le manuscrit, le fluide est conside´re´ comme incompressible et l’e´coulement
de base est suppose´ axisyme´trique stationnaire et non paralle`le (de´pendance en r et x) :
U(r, x) = U(r, x)ex+V (r, x)er+W (r, x)eθ. Le syste`me de coordonne´es cylindriques (r, θ, x) est
choisi de telle sorte que l’axe ex corresponde a` la direction longitudinale, l’axe er a` la direction
radiale et l’axe eθ a` la direction azimutale. Cette famille d’e´coulement permet d’e´tudier une
large variante de jets simples et coaxiaux avec ou sans rotation ainsi que les e´coulements de
sillages, les e´coulements dans un tube tournant, etc...
Adimensionnement : Comme pre´cise´ dans les chapitres 2 et 3, le rayon du jet exte´rieur
Ro et la vitesse de´bitante du jet inte´rieur Ui repre´sentent respectivement l’e´chelle de longueur
et l’e´chelle de vitesse. Le nombre de Reynolds base´ sur ces e´chelles est : Re = UiRo/ν.
Les e´quations incompressibles adimensionne´es gouvernant l’e´volution en temps (t) et en es-
pace (r, θ, x) d’un e´coulement de champ de vitesse u(r, θ, x, t) et de champ de pression p(r, θ, x, t)
sont :
• l’e´quation de la conservation de la quantite´ de mouvement du fluide :
∂u
∂t
+ (u.∇).u = −∇p+ 1
Re
∆u (4.2.1)
• l’e´quation de continuite´ :
∇.u = 0 (4.2.2)
Les champs de vitesse et de pression sont e´crits sous la forme suivante :
u = U+ u′ (4.2.3)
p = P+ p′ (4.2.4)
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ou` U et P repre´sentent les champs de l’e´coulement de base et u′ et p′ les perturbations.
Conditions aux limites : La stabilite´ d’un sche´ma nume´rique et les re´sultats des simula-
tions de´pendent du choix des conditions aux limites. Ce choix doit eˆtre adapte´ a` la formulation
du proble`me e´tudie´, au nombre de variables mises en jeu et a` la nature des e´quations. Il existe
plusieurs types de conditions aux limites pour mode´liser mathe´matiquement le comportement
de l’e´coulement aux frontie`res, tels que les conditions aux limites de type Dirichlet, de type Neu-
mann, les conditions d’advection... Il existe d’autres conditions plus particulie`res qui consistent
a` ajouter une zone tampon (buffer domain) au domaine de calcul qui atte´nue toute grandeur
qui pe´ne`tre cette zone ou la fait converger vers une valeur requise. Streett et Macaraeg [SM89]
ont e´te´ les premiers a` utiliser cette forme de conditions aux limites. Bien que cette me´thode soit
souvent utilise´e, elle est peu documente´e. La difficulte´ consiste dans le choix des parame`tres de
la zone tampon.
Dans la pre´sente e´tude, les e´quations (4.2.1)-(4.2.2) sont associe´es a` des conditions aux limites
dans les directions radiale et longitudinale ; la prise en compte de conditions aux limites axiales
(i.e. l’e´tude du proble`me global), est due a` la nature non paralle`le des jets. Le champ de vitesse
u doit eˆtre nul aux parois u(r = 1) = 0 et suppose´ pe´riodique en x : u(x = 0) = u(x = Lx) ou`
Lx est la longueur du domaine adimensionne´e. Pour concilier l’e´volution spatiale de l’e´coulement
et la condition aux limites en x, une zone tampon est applique´e en aval. Elle se traduit par
l’ajout d’une force de volume f(r, θ, x) = F+ f′ a` l’e´quation (4.2.1), ou` F est la force applique´e
a` l’e´tat de base. Elle est donne´e par : F = λ(x)(U − Uin), ou` λ est une fonction continue
qui agit a` partir de 2/3 du domaine de calcul total (domaine de calcul re´el (2Lx/3) + zone
tampon (Lx/3)), figure (4.1). La force F permet de faire converger l’e´tat de base en x = 0 vers
le champ de vitesse moyen Uin = (Uin, Vin,Win) mesure´ expe´rimentalement en x = 0. En ce qui
concerne la vitesse de la perturbation u′, elle doit eˆtre nulle a` l’entre´e. L’application de la force
f′ = λ(x)u′ aux e´quations de Navier-Stokes gouvernant son e´volution, permet de faire tendre
u′(r, θ, x = 0) = u′(r, θ, x = Lx) vers ze´ro.
Figure 4.1 – Zone tampon x ∈ [10, 15], Lx = 15
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E´quations de l’e´tat de base : L’e´coulement de base U(r, θ, x) = U(r, x)ex + V (r, x)er +
W (r, x)eθ est une solution stationnaire axisyme´trique (∂./∂t = 0 et ∂./∂θ = 0) des e´quations
de Navier-Stokes (4.2.1)-(4.2.2). En tenant compte de la condition aux limites dans la direction
axiale, les e´quations de l’e´tat de base s’e´crivent donc en coordonne´es cylindriques (r, x) sous la
forme :
U
∂U
∂x
+ V
∂U
∂r
= −∂P
∂x
+
1
Re
(
∂2U
∂x2
+
∂2U
∂r2
+
1
r
∂U
∂r
)
− λ(x)(U − Uin) (4.2.5)
U
∂V
∂x
+ V
∂V
∂r
− W
2
r
= −∂P
∂r
+
1
Re
(
∂2V
∂x2
+
∂2V
∂r2
+
1
r
∂V
∂r
− V
r2
)
− λ(x)(V − Vin) (4.2.6)
U
∂W
∂x
+ V
∂W
∂r
+
VW
r
=
1
Re
(
∂2W
∂x2
+
∂2W
∂r2
+
1
r
∂W
∂r
− W
r2
)
− λ(x)(W −Win) (4.2.7)
∂U
∂x
+
1
r
∂(rV )
∂r
= 0 (4.2.8)
Dans le but de tester la stabilite´ de la solution de´crite par les e´quations (4.2.5)-(4.2.8), nous
e´tudions sa re´ponse a` une perturbation hydrodynamique u′(r, θ, x, t) = u′ex + v
′er + w
′eθ et
p′(r, θ, x, t) infinite´simale par rapport a` l’e´tat de base U. Il est a` noter que des perturbations
sont toujours pre´sentes, elles sont dues a` diverses contraintes telles que le controˆle imparfait des
conditions expe´rimentales. Les solutions recherche´es sont de´finies par :

Ω× R+ → C∞
(r, x, t) → u′ tel que
∇.u′ = 0
u′(1, x, t) = 0
u′(r, 0, t) = u′(r, Lx, t)
u′(r, x, 0) = u′0
(4.2.9)
ou` Ω est le domaine du proble`me avec
Ω = {(r, x) ∈ [0, 1]× [0, Lx]} (4.2.10)
La substitution de U+ u′ et P + p′ dans les e´quations de Navier-Stokes (4.2.1)-(4.2.2) et la
simplification par la solution de base U, permettent d’acce´der aux e´quations de la perturbation
associe´es aux conditions aux limites :
∂u′
∂t
+ (U.∇).u′ + (u′.∇).U+ (u′.∇).u′ = −∇p′ + 1
Re
∆u′ + f′ (4.2.11)
∇.u′ = 0 (4.2.12)
Les perturbations sont suppose´es infinite´simales, ce qui permet de line´ariser les e´quations
(4.2.11)-(4.2.12) autour de l’e´tat de base U : Les termes (u′.∇).u′ sont donc ne´glige´s.
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E´quations d’une perturbation infinite´simale : Les e´quations de Navier-Stokes line´ari-
se´es gouvernant l’e´volution d’une petite perturbation prennent la forme suivante en coordonne´es
cylindriques (r, θ, x) :
Dtu
′ +
∂U
∂x
u′ +
∂U
∂r
v′ = −∂p
′
∂x
+
1
Re
∆u′ − λ(x)u′(4.2.13)
Dtv
′ +
∂V
∂x
u′ +
∂V
∂r
v′ − 2Ww
′
r
= −∂p
′
∂r
+
1
Re
(
∆v′ − v
′
r2
− 2
r2
∂w′
∂θ
)
− λ(x)v′(4.2.14)
Dtw
′ +
∂W
∂x
u′ +
1
r
∂(rW )
∂r
v′ +
V w′
r
= −1
r
∂p′
∂θ
+
1
Re
(
∆w′ − w
′
r2
+
2
r2
∂v′
∂θ
)
− λ(x)w′(4.2.15)
∂u′
∂x
+
1
r
∂(rv′)
∂r
+
1
r
∂w′
∂θ
= 0 (4.2.16)
Afin d’alle´ger ces expressions, les notations suivantes ont e´te´ introduites :
- ope´rateur laplacien ∆
∆ =
1
r
∂
∂r
(
r
∂.
∂r
)
+
1
r2
∂2.
∂θ2
+
∂2.
∂x2
- ope´rateur d’advection Dt =
∂.
∂t
+D ou`
D = U
∂.
∂x
+ V
∂.
∂r
+
W
r
∂.
∂θ
L’homoge´ne´ite´ de l’e´tat de base dans la direction azimutale et la line´arite´ du syste`me
d’e´quations, permettent de rechercher les solutions u′ sous la forme de modes normaux :
{
u′(r, θ, x, t) = (u′(r, x, t), v′(r, x, t), w′(r, x, t))ei(mθ)
p′(r, θ, x, t) = p′(r, x, t)ei(mθ)
(4.2.17)
Cette de´composition a pour avantage de remplacer la de´rive´e par rapport a` la direction
azimutale
∂.
∂θ
par une multiplication ici, im. Ce qui permet de baisser la dimension spatiale du
syste`me, initialement de 3D a` 2D.
∂.
∂θ
→ im m nombre d’onde azimutal (∈ Z)
Apre`s substitution de (4.2.17) dans le syste`me (4.2.13)-(4.2.16), nous obtenons les e´quations
finales du proble`me :
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∂u′
∂t
+ L[u′] +N (u′) = 0 (4.2.18)
∂u′
∂x
+
1
r
∂(rv′)
∂r
+
im
r
w′ = 0 (4.2.19)
ou` L[u′] repre´sente le terme line´aire de composantes :
L[u′] = ∂p
′
∂x
− 1
Re
(
1
r
∂
∂r
(
r
∂u′
∂r
)
− m
2
r2
u′ +
∂2u′
∂x2
)
(4.2.20)
L[v′] = ∂p
′
∂r
− 1
Re
(
1
r
∂
∂r
(
r
∂v′
∂r
)
− m
2
r2
v′ +
∂2v′
∂x2
− v
′
r2
− 2im
r2
w′
)
(4.2.21)
L[w′] = − im
r
p′ − 1
Re
(
1
r
∂
∂r
(
r
∂w′
∂r
)
− m
2
r2
w′ +
∂2w′
∂x2
− w
′
r2
+
2im
r2
v′
)
(4.2.22)
et N (u′), le terme ”non line´aire” qui s’exprime de la fac¸on suivante :
N (u′) = Du′ + ∂U
∂x
u′ +
∂U
∂r
v′ + λ(x)u′ (4.2.23)
N (v′) = Dv′ + ∂V
∂x
u′ +
∂V
∂r
v′ − 2Ww
′
r
+ λ(x)v′ (4.2.24)
N (w′) = Dw′ + ∂W
∂x
u′ +
1
r
∂(rW )
∂r
v′ +
V w′
r
+ λ(x)w′ (4.2.25)
Les techniques de calcul nume´rique permettant la re´solution des e´quations (4.2.18)-(4.2.19)
font appel a` la me´thode pseudo-spectrale. Cette me´thode consiste a` calculer le terme line´aire
L[u′] dans l’espace spectral (de´fini dans ce qui suit) et le terme non line´aire N (u′) de la forme
(U.∇).u′ et (u′.∇).U dans l’espace physique. Dans cet espace, ces ope´rations se transforment
en produit alge´brique de deux fonctions. Nous pre´sentons dans les sections suivantes les me´-
thodes nume´riques choisies pour la re´solution des e´quations de la perturbation. Les meˆmes
outils sont applique´s pour la re´solution des e´quations de l’e´tat de base stationnaire (4.2.5)-(4.2.8).
Les e´quations du proble`me et ses conditions aux limites e´tant de´finies, nous allons maintenant
nous inte´resser a` la discre´tisation des ope´rateurs de de´rivation en temps
∂.
∂t
et en espace dans
les directions radiale
∂.
∂r
et longitudinale
∂.
∂x
intervenant dans la re´solution des e´quations
(4.2.18)-(4.2.19). Il est a` noter que ces e´quations seront calcule´es mode par mode.
4.3 Discre´tisation spatiale
Les me´thodes spectrales repre´sentent un outil efficace pour la re´solution nume´rique des
e´quations aux de´rive´es partielles. Leur application aux simulations nume´riques est apparue
au de´but de 1970 avec les travaux de Orszag sur les proble`mes de la dynamique des fluides
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et la me´te´orologie. Ces me´thodes sont aujourd’hui bien documente´es, nous pourrons citer les
ouvrages de Canuto et al. [CHQZ88], Boyd [Boy00] et Trefethen [Tre00]. Les me´thodes spectrales
consistent a` de´composer la solution exacte u d’un proble`me diffe´rentiel de forme ge´ne´rale :
Lu(x, t) = f(x) (4.3.1)
associe´ a` des conditions aux limites, sur une base de fonctions orthogonales (ϕk)k∈N :
u(x, t) =
+∞∑
k=1
u˜k(t)ϕk(x) x ∈ V (4.3.2)
ou` (u˜k)k∈N de´signe le spectre de u, de´fini par :
u˜k(t) =
∫
V
u(x, t)ϕk(x)ω(x)dV (4.3.3)
avec ω la fonction poids associe´e au produit scalaire < ., . > donne´ par
< f(x), g(x) >=
∫
V
f(x)g∗(x)ω(x)dV (4.3.4)
Remarque :
Le choix des fonctions de base de´pend des conditions aux limites du proble`me e´tudie´. En
effet, si ces dernie`res sont pe´riodiques, les fonctions (ϕk)k∈N les mieux adapte´es sont les fonctions
trigonome´triques (se´ries de Fourier) sinon les polynoˆmes de Chebyshev lorsque le domaine est
borne´ x ∈ [−1, 1], les fonctions de Chebyshev rationnelles dans le cas ou` x ∈ [−∞,+∞] etc.
La discre´tisation nume´rique consiste a` tronquer la base (ϕk)k∈N de sorte que l’on e´crive la
solution sous la forme :
uN (x, t) =
N∑
k=1
ûk(t)ϕk(x) x ∈ V (4.3.5)
ou` uN est une approximation de la solution exacte u qui doit satisfaire les conditions aux limites.
Un espace de fonctions tests (ψk)k∈N approprie´es est de´fini. Sur cet espace seront projete´es
les fonctions de base pour calculer les coefficients spectraux ûk(t). Il est utile de se servir des
proprie´te´s d’orthonormalisation (4.3.6) de (ϕk)k∈N et (ψk)k∈N qui permettent de simplifier le
calcul de ûk(t) comme l’indique (4.3.7)
< ϕk, ψl >= δkl (4.3.6)
ou` δkl est la fonction delta de Kronecker, qui vaut 1 lorsque k = l et 0 si k 6= l.
ûk(t) =< uN (x, t), ψk > / < ϕk, ψk > (4.3.7)
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L’approximation uN de la solution exacte u donne´e par (4.3.5) ve´rifie naturellement les
conditions aux limites mais en ge´ne´ral ne satisfait pas la relation (4.3.1), ce qui conduit a` :
R(uN ) = LuN (x, t)− f(x) 6= 0 (4.3.8)
L’erreur d’approximation R(uN ) est appele´e le re´sidu. L’approximation nume´rique est e´labore´e
en exigeant l’orthogonalite´ du re´sidu a` toute fonction test (ψk)k∈N :
< R(uN ), ψk >= 0 k ∈ N (4.3.9)
Le proble`me se re´duit a` un syste`me de N3 (en 3D et N en 1D) e´quations diffe´rentielles
ordinaires (ODE) dont les inconnues sont les coefficients spectraux (ûk)k∈N.
Il existe plusieurs me´thodes combinables entre elles qui permettent d’approximer la solution
exacte u. Celles-ci appartiennent a` la classe des me´thodes des re´sidus ponde´re´s (MRP) : me´thode
de collocation, me´thode des moments, me´thodes des moindres carre´s, me´thode de Galerkin et
me´thode de Tau (Lanczos 1938). La diffe´rence entre ces me´thodes consiste dans le choix de la
fonction test (ψk)k∈N :
– Me´thode de collocation : ψk = δ(x− xk), ou` δ est la fonction dirac et {xk, k = 1, .., N}
est l’ensemble de points de´finissant la grille de collocation. En chaque point de la grille, la
relation uN (xk, t) = u(xk, t) est satisfaite. Ce qui revient a` imposer la nullite´ de l’e´quation
(4.3.1) aux points de collocation. La re´solution du syste`me d’e´quations s’effectue alors
dans l’espace physique ;
– Me´thode des moments : consiste a` choisir ψk = x
k, k ∈ [1, N ] ;
– Me´thodes des moindres carre´s : obtenues en prenant ψk = Hϕk, k ∈ [1, N ] ou` H est un
ope´rateur line´aire ;
– Me´thode de Galerkin : est la me´thode des re´sidus la plus utilise´e, elle consiste a` choisir
ψk = ϕk, k ∈ [1, N ]. Les fonctions de base ve´rifient les conditions aux limites et la
re´solution du syste`me d’ODE s’effectue dans l’espace spectral. Lorsque la condition du
champ sole´no¨ıdal (divergence nulle) est ve´rifie´e, cette me´thode est alors appele´e me´thode
de Petrov-Galerkin. Elle s’applique avec les polynoˆmes de Chebyshev. L’utilisation de la
me´thode de Petrov-Galerkin pour la re´solution des e´quations de Navier-Stokes permet
d’e´liminer le terme de pression ; terme difficile a` calculer.
– Me´thode de Tau : variante de la me´thode de Galerkin dans laquelle les fonctions de base
ne ve´rifient pas les conditions aux limites.
L’inte´reˆt des me´thodes spectrales dans l’e´tude de la stabilite´ des e´coulements est leur
convergence exponentielle vers la solution. La pre´cision spatiale de ces me´thodes est e´leve´e et les
proble`mes d’oscillations qui peuvent eˆtre dus a` la pre´sence d’une discontinuite´ sont plus discrets
que pour les autres me´thodes (diffe´rences finies et e´le´ments finis). L’inconve´nient des me´thodes
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spectrales par rapport aux autres est le couˆt de calcul qui e´volue comme N2. Toutefois, ce
temps peut eˆtre re´duit par utilisation des transforme´es rapides.
4.3.1 Direction longitudinale : espace spectral de Fourier
Les e´quations du proble`me sont associe´es a` des conditions aux limites suivant la direction
longitudinale pour l’e´tude globale du proble`me. Dans cette direction la re´solution est effectue´e
dans l’espace spectral de Fourier. Ce choix est base´ sur la puissance et la rapidite´ des transfor-
me´es de Fourier. Ceci a` pour avantage de remplacer la de´rive´e par rapport a` x par ik, ou` k
repre´sente le nombre d’onde axial (k ∈ Z, simulation temporelle). Ne´anmoins, l’utilisation de
cette me´thode demande de supposer des conditions aux limites pe´riodiques en x.
Dans le but d’illustrer cette me´thode, nous choisissons de discre´tiser l’e´quation non-line´aire
de convection-diffusion (e´quation de Burgers) :
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
=
1
Re
∂2u
∂x2
(4.3.10)
associe´e a` une condition de pe´riodicite´ en espace sur l’intervalle [0, 2π] et a` la condition initiale :
u(x, t = 0) = u0(x) =
sin(x)
2
+ 0.5 (4.3.11)
L’approximation uN de la solution exacte est donne´e par (4.3.5), ou` (ϕk)k∈N appartient a`
l’espace des fonctions de base engendre´es par les polynoˆmes trigonome´triques (se´ries de Fourier)
de degre´ 6 N et les coefficients ûk repre´sentent les inconnues du proble`me. Le choix des fonctions
de base et des fonctions tests repose sur la pe´riodicite´ des conditions aux limites : ϕk(x) = e
ikx
ψk(x) =
1
2π
e−ikx
(4.3.12)
L’approximation est e´labore´e en exigeant l’orthogonalite´ du re´sidu aux fonctions tests ψk :∫ 2pi
0
(
∂uN
∂t
+ uN
∂uN
∂x
− 1
Re
∂2uN
∂x2
)ψk(x)dx = 0 k ∈ [1, N ] (4.3.13)
La condition d’orthonormalisation (4.3.6) de ϕk et ψk permet d’e´crire :
∂ûk
∂t
+ ûk(ikûk) +
k2
Re
ûk = 0 k ∈ [1, N ] (4.3.14)
avec la condition initiale associe´e :
ûk(0) =
1
2π
∫ 2pi
0
u0(x)e
−ikxdx (4.3.15)
Nous utilisons un sche´ma d’Euler d’ordre 1 semi-implicite comme sche´ma temporel pour
re´soudre l’e´quation (4.3.14). Le nombre de Reynolds est choisi e´gal a` 200 :
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ûn+1k − ûnk
dt
+ ûnk(ikû
n
k) +
k2
Re
ûn+1k = 0 k ∈ [1, N ] (4.3.16)
d’ou`
ûn+1k =
(
ûnk
dt
− ûnk(ikûnk)
)
/
(
1
dt
+
k2
Re
)
k ∈ [1, N ] (4.3.17)
Les coefficients ûk peuvent eˆtre calcule´s a` l’aide d’une transforme´e de Fourier rapide (FFT)
pour un couˆt de Nlog2(N) (lorsque N est une puissance de 2) au lieu de N
2 du produit matriciel.
u est ensuite e´value´e par une transforme´e de Fourier rapide inverse (iFFT). Le code ci-dessous
permet la re´solution nume´rique de l’e´quation (4.3.10) dans l’espace de Fourier avec le logiciel
Matlab.
Remarque :
Dans la pre´sente e´tude nous avons fait appel aux routines FFT et iFFT disponibles dans la
bibliothe`que de Matlab.
1 Re =200; d t = 0 . 0 0 5 ; Nt =1000; N=2^6;
2 k = [ ( 0 :N/2−1) 0 (−N/ 2 + 1 : −1 ) ] ’ ;
3 x=2* pi * [ 0 : 1 /N : ( N−1)/N] ’ ;
4 u= s in ( x ) / 2 + . 5 ;
5 I = ones (N , 1 ) ;
6 %———————————-
7 f o r j =1 : Nt
8 U= f f t ( u ,N ) ;
9 ux= r e a l ( i f f t ( i *k . *U,N ) ) ;
10 NL= f f t ( u . * ux ,N ) ;
11 U1=(U/ dt−NL ) . / ( I / d t +( k . ^ 2 ) / Re ) ;
12 U=U1 ;
13 u= r e a l ( i f f t ( U1 ,N ) ) ;
14 plot ( x , u ) , drawnow
15 end
Me´thodes de de-aliasing : re`gle des 3/2 de Orszag
Les termes non-line´aires pre´sents dans les e´quations induisent des effets d’aliasing dus a`
l’aller-retour dans l’espace physique et qui donnent lieu a` des ondes parasites de fre´quences
e´leve´es menant a` des re´sultats errone´s. Il s’ave`re donc important d’e´liminer ces modes parasites
par une ope´ration de de-aliasing (re`gle des 3/2 de Orszag). L’ide´e de cette me´thode est d’e´tendre
le domaine spectral jusqu’a` une taille N+ > N ou` l’amplitude des ondes appartenant aux
domaines [−N+/2,−N/2− 1] et [N/2, N+/2− 1] est fixe´e a` 0. Le nombre N+ est choisi de sorte
que N+ ≥ 3N
2
− 1, voir [CHQZ88].
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4.3.2 Direction radiale : Chebyshev/espace spectral de Petrov-Galerkin
Comme pre´cise´ pre´ce´demment, la forme des fonctions de base (ϕk)k∈N et donc le choix de
la me´thode spectrale de´pend des conditions aux limites. La condition du champ sole´no¨ıdal
e´tant ve´rifie´e, nous avons donc opte´ dans la pre´sente e´tude pour la me´thode spectrale de
Petrov-Galerkin pour la discre´tisation dans la direction radiale r. Les fonctions de base utilise´es
sont donc les polynoˆmes de Chebyshev. Nous reprenons ici le travail re´alise´ par Meseguer et
Trefethen [MT00, MT01, MT03] et Meseguer et Mellibovsky [MM07] pour e´valuer le terme
line´aire L[u′] dans l’espace spectral de Petrov-Galerkin.
Le champ vectoriel u′ est discre´tise´ par l’approximation spectrale us d’ordre M en r et L
en x calcule´e mode par mode :
ums (r, x, t) =
L∑
l=−L
M∑
n=0
qln(t)Φ
m
ln(r, x) (4.3.18)
ou` Φmln est une fonction de base de la forme :
Φmln(r, x) = e
iklxVmln(r) (4.3.19)
avec k le nombre d’onde axial (k ∈ Z) et
Vmln(r) = ulnex + vlner + wlneθ (4.3.20)
Les fonctions (Φmln)ln sont contraintes a` satisfaire la condition de divergence nulle :
∇.Φmln = 0 (4.3.21)
ainsi que les proprie´te´s de pe´riodicite´ et les conditions aux limites de u′.
La condition (4.3.21) conduit a` une de´pendance line´aire entre les trois composantes de V mln :
ikuln(r) +
(
d
dr
+
1
r
)
vln(r) +
im
r
wln(r) = 0 (4.3.22)
menant ainsi a` un proble`me a` deux degre´s de liberte´. Les fonctions Vmln appartiennent donc a` un
espace vectoriel de dimension 2 engendre´ par les e´le´ments Vm,1ln et V
m,2
ln de´finis dans l’annexe A.
Le sche´ma spectral de Petrov-Galerkin est accompli en substituant l’expression de ums dans
(4.2.20)-(4.2.22) et en projetant ce nouveau syste`me dans l’espace des fonctions tests (ou dual)
Ψ de la forme :
Ψmln(r, x) = e
iklxWmln(r) (4.3.23)
ou`
Wmln(r) = u˜lnex + v˜lner + w˜lneθ (4.3.24)
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et qui satisfont :
∇.Ψmln = 0 (4.3.25)
ainsi que les conditions de pe´riodicite´ et aux limites de u′.
L’espace de calcul (4.2.10) est muni du produit hermitien de´fini par :
< f,g >=
∫∫
Ω
f∗.grdrdx (4.3.26)
Les polynoˆmes de Chebyshev pre´sentent une proprie´te´ d’orthogonalite´ dans l’intervalle
[−1, 1]. Or, pour toute fonction f paire nous pouvons e´crire :
∫ 1
0
f(r)dr =
1
2
∫ 1
−1
f(r)dr (4.3.27)
Dans le but d’utiliser cette proprie´te´, les fonctions tests sont choisies de telle sorte que
(Ψ∗ln.Φln)r soit une fonction paire.
Les fonctions Wmln de l’espace dual sont engendre´es par les e´le´ments W
m,1
ln et W
m,2
ln de´finis
dans l’annexe A.
4.3.2.1 Me´thode de de´rivation
Dans l’approche spectrale la de´rive´e d’une fonction f de valeurs connues en chaque point de
la grille {rl} de taille N + 1 forme´e par les points de Gauss-Lobatto rl = cos
(
πl
N
)
, l = 0, ..., N ,
se re´sume a` une multiplication matrice-vecteur. La matrice utilise´e dans notre cas est la matrice
de diffe´rentiation de Chebyshev Dr, donne´e par [Tre00]) :
(Dr)ij =

(1 + 2N2)/6 i = j = 0
−(1 + 2N2)/6 i = j = N
− rj
2(1− r2j )
i = j, 0 < i, j < N
(−1)i+j ci
cj(ri − rj) i 6= j, 0 < i, j < N
avec ci = 1 pour 0 < j < N et c0 = cN = 2.
La matrice de diffe´rentiation de Chebyshev est programme´e sous Matlab comme suit :
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1 %——————————————————————–
2 funct ion [D, x ] = cheb (N)
3 % CHEB compute D = differentiation matrix, x = Chebyshev grid
4 i f N==0 , D=0; x =1; return , end
5 x = cos ( pi * ( 0 :N ) / N) ’ ;
6 c = [ 2 ; ones (N−1 ,1 ) ; 2 ] . * ( − 1 ) . ^ ( 0 :N) ’ ;
7 X = repmat ( x , 1 ,N+ 1 ) ;
8 dX = X−X’ ;
9 D = ( c * ( 1 . / c ) ’ ) . / ( dX+( eye (N+ 1 ) ) ) ;
10 D = D − diag ( sum (D ’ ) ) ;
[Tre00]
ainsi
f
′
(ri) = (Dr)ijf(rj) (4.3.28)
Les composantes des fonctions V
m(1,2)
ln e´tant soit paires soit impaires, les calculs peuvent
eˆtre restreints a` une moitie´ du domaine, soit r > 0. Seule la partie positive de la grille est donc
a` conside´rer : r+l = − cos
(
πl
N
)
, l =
N + 1
2
, ..., N .
Remarque :
Le choix d’un nombre N impair garantit l’absence de point de collocation en r = 0. Ce qui
permet de reme´dier au proble`me de singularite´ ge´ome´trique (1/r) introduite par la repre´sentation
en coordonne´es cylindriques.
Soient fe(r) et fo(r) respectivement deux fonctions arbitraires paire et impaire. Les matrices
de diffe´rentiation (Der, D
o
r) et (D
e
2r, D
o
2r) permettant d’obtenir respectivement la premie`re et la
seconde de´rive´e : (
dfe
dr
)
r=r+
i
= (Der)ijfe(r
+
j ),
(
dfo
dr
)
r=r+
i
= (Dor)ijfo(r
+
j ) (4.3.29)
(4.3.30)(
d2fe
dr2
)
r=r+
i
= (De2r)ijfe(r
+
j ),
(
d2fo
dr2
)
r=r+
i
= (Do2r)ijfo(r
+
j ) (4.3.31)
sont calcule´es a` partir de la matrice de Chebyshev Dr comme suivant :
(Der)ij = (Dr)ij + (−1)s(Dr)iN−j i, j =
N + 1
2
, .., N (4.3.32)
(Dor)ij = (Dr)ij − (−1)s(Dr)iN−j i, j =
N + 1
2
, .., N (4.3.33)
(De2r)ij = (D2r)ij + (−1)s(D2r)iN−j i, j =
N + 1
2
, .., N (4.3.34)
(Do2r)ij = (D2r)ij − (−1)s(D2r)iN−j i, j =
N + 1
2
, .., N (4.3.35)
avec (D2r)ij = (Dr)ij(Dr)ij) et s = mod(m, 2).
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La matrice de diffe´rentiation Der est applique´e au champ ayant la meˆme parite´ que m, soit
uln tandis que la matrice de diffe´rentiation D
o
r est applique´e au champ de parite´ diffe´rente,
soient vln et wln. En ce qui concerne la de´rive´e d’une fonction f par rapport a` x, nous rappelons
qu’elle est remplace´e par une multiplication par ik.
4.3.2.2 Me´thode d’inte´gration
Le calcul de l’inte´grale d’une fonction continue f dans l’espace spectral est remplace´ par
une somme ponde´re´e du produit des fonctions poids ω et f discre´tise´es :
∫
f(x)dx =
∑
ωif(xi) (4.3.36)
La me´thode d’inte´gration classique est la me´thode de quadrature de Gauss-Legendre ou` les
points {xi}i∈[1,n] utilise´s sont les ze´ros du n e`me polynoˆme Pn de Legendre. Les coefficients de
quadrature ωi sont donne´s dans ce cas par :
ωi =
−2
(n+ 1)P ′n(xi)Pn+1(xi)
=
4
nPn+2(xi)P ′n(xi+2)
Il existe une autre me´thode d’inte´gration base´e sur les polynoˆmes de Chebyshev et de
pre´cision comparable a` la me´thode de Gauss : c’est la me´thode Clenshaw-Curtis propose´e par
C.W. Clenshaw et A.R. Curtis en 1960 et bien documente´e dans [Tre00]. L’inte´grale de f(x)
sur l’intervalle [−1, 1] est donne´e par :∫ 1
−1
f(x)dx =
N∑
n=0
n pair
2an
1− n2 (4.3.37)
ou` f(x) =
N∑
n=0
anTn(x) avec Tn est le polynoˆme de Chebyshev de´fini par Tn(cos θ) = cos(θn).
Les coefficients an peuvent eˆtre de´termine´s par une FFT. Dans la relation (4.3.37), le terme
2
1− n2 repre´sente le poids. Dans ce travail nous ferons appel a` la me´thode d’inte´gration de
Clenshaw-Curtis. Cette me´thode est programme´e sous Matlab comme suivant :
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1 %——————————————————————–
2 funct ion w = c l e n c u r t (N)
3 % CLENCURT nodes x (Chebyshev points) and weights w
4 % for Clenshaw-Curtis quadrature
5
6 t h e t a = pi * ( 0 :N) ’ /N; x = cos ( t h e t a ) ;
7 w = zeros ( 1 ,N+ 1 ) ; i i = 2 :N; v = ones (N−1 ,1 ) ;
8 i f mod (N, 2 ) = = 0
9 w( 1 ) = 1 / (N^2−1); w(N+1) = w ( 1 ) ;
10 f o r k =1:N/2−1 , v = v − 2* cos (2* k* t h e t a ( i i ) ) / ( 4 * k ^2−1); end
11 v = v − cos (N* t h e t a ( i i ) ) / ( N^2 −1) ; ;
12 e l s e
13 w( 1 ) = 1 /N^ 2 ; w(N+1) = w ( 1 ) ;
14 f o r k = 1 : (N−1) /2 , v = v − 2* cos (2* k* t h e t a ( i i ) ) / ( 4 * k ^2−1); end
15 end
16 w( i i ) = 2*v /N; w=w’ ;
[Tre00]
4.3.3 Formulation des e´quations discre´tise´es
La formulation du syste`me d’e´quations (4.2.20)-(4.2.22) peut s’e´crire apre`s projection dans
l’espace de Petrov-Galerkin, sous la forme :
〈
u˜
(1,2)
ln ,L[u(1,2)ln qln(t)]
〉
=
〈
u˜
(1,2)
ln ,−
1
Re
(
D
e
2r +
1
rl
D
e
r − (k2I +
m2
r2l
)u
(1,2)
ln
)〉
qln(t) (4.3.38)
〈
v˜
(1,2)
ln ,L[v(1,2)ln qln(t)]
〉
=
〈
v˜
(1,2)
ln ,−
1
Re
((
D
o
2r +
1
rl
D
o
r − k2I +
m2
r2l
+
1
r2l
)
v
(1,2)
ln −
2im
rl
w
(1,2)
ln
)〉
qln(t)
(4.3.39)〈
w˜
(1,2)
ln ,L[w(1,2)ln qln(t)]
〉
=
〈
w˜
(1,2)
ln ,−
1
Re
((
D
o
2r +
1
rl
D
o
r − k2I −
m2
r2l
− 1
r2l
)
w
(1,2)
ln +
2im
rl
v
(1,2)
ln
)〉
qln(t)
(4.3.40)
Remarque :
La projection des e´quations (4.2.20)-(4.2.22) dans l’espace de Petrov-Galerkin permet d’e´liminer
le terme de pression. En effet,〈
Wmln,∇p′
〉
=
〈∇.Wmln, p′〉 = 0 (4.3.41)
puisque Wmln ve´rifie la condition de divergence nulle (∇.Wmln = 0)
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Le calcul des termes non line´aires N (u′) s’effectue dans l’espace physique. Il se re´duit a` un
produit alge´brique qui met en jeu u′, ∂u′/∂x et ∂u′/∂r obtenus comme suit :
- Le terme u′(r, θ, x) est e´value´ dans l’espace spectral de Petrov-Galerkin et dans l’espace
spectral de Fourier dans les directions azimutale θ (pour un calcul mode par mode) et axiale x :
Nous obtenons u′m(rl, k) ou` rl est la grille de Gauss-Lobatto et k le nombre d’onde axial (k ∈ Z) ;
- Le passage de l’espace de Petrov-Galerkin a` l’espace physique est assure´ par la projection
sur Vmln. Ce qui donne u
′
m(r, k) = V
m
lnqln ;
- Le terme u′m(r, x) est obtenu par une transforme´e de Fourier inverse de V
m
lnqln ;
- En ce qui concerne le calcul de ∂u′m(r, x)/∂x, il est donne´ par la transforme´e de Fourier
inverse de ikVmlnqln ;
- Le calcul du terme ∂u′m(r, x)/∂r s’effectue dans l’espace physique. Il est assure´ par la
matrice de de´rivation de Chebyshev : Dr(iFFT(V
m
lnqln)).
4.4 Discre´tisation temporelle
Inte´ressons-nous maintenant a` l’ope´rateur de de´rive´e par rapport au temps ∂./∂t. Les
me´thodes de re´solution des e´quations diffe´rentielles ordinaires sont principalement :
1. Me´thodes a` un pas : L’e´valuation de la solution discre`te un+1 a` l’instant tn+1 fait
appel a` la valeur ante´rieure un obtenue a` l’instant tn. Nous citons les me´thodes d’Euler,
d’Euler-Cauchy, de Runge-Kutta et de Crank-Nicholson ;
2. Me´thodes a` pas multiples : Le calcul de un+1 a` l’instant tn+1 utilise les valeurs un−j .
Les principales me´thodes a` pas multiples sont : les me´thodes d’Adams-Bashforth, de
saute-mouton et de Gear.
Notons que les me´thodes a` pas multiples peuvent induire des oscillations de la solution. Ce
proble`me peut eˆtre re´gle´ en diminuant le pas de temps dt.
Ces me´thodes peuvent eˆtre utilise´es avec deux classes de sche´mas nume´riques :
1. Sche´mas explicites : Le calcul d’une solution discre`te un+1 a` l’instant tn+1 de´pend
uniquement des valeurs des solutions a` l’instant ante´rieur tn+1 :
un+1 = f(un, un−1, ..)
Ces sche´mas ne demandent pas une grande capacite´ de stockage mais leur inconve´nient
re´side dans la limitation du pas de temps par des contraintes de stabilite´ nume´rique
(ve´rification des conditions CFL).
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2. Sche´mas implicites : La solution a` l’instant tn+1 de´pend de un+1. Pour de´terminer
cette valeur, il faut donc re´soudre un syste`me matriciel :
un+1 =M−1f(un, un−1, ..)
ou` M est une matrice non diagonale de rang en ge´ne´ral e´leve´ (proportionnel au maillage).
L’e´valuation de un+1 a` partir de un demande plus d’espace de stockage en comparaison
avec les me´thodes explicites et est plus couˆteuse en terme de CPU. En pratique, les
sche´mas implicites sont souvent limite´s aux e´quations line´aires ou aux termes line´aires
des e´quations non line´aires (ce qui est le cas ici) afin d’e´viter le surcouˆt de la line´ari-
sation. Ces me´thodes ont l’avantage d’eˆtre stables. Il n’y a pas de condition CFL a` respecter.
Le sche´ma d’inte´gration temporelle retenu pour la re´solution nume´rique du syste`me d’e´qua-
tion (4.2.18) est le sche´ma temporel a` pas multiples d’Adams-Bashforth semi-implicite d’ordre
quatre. Le choix d’une me´thode implicite repose sur sa proprie´te´ de stabilite´ bien qu’elle soit
plus couˆteuse en temps de calcul duˆ au syste`me matriciel a` inverser. L’e´quation (4.2.18) est
e´value´e a` l’instant tn+1.
La de´rive´e temporelle
∂u′
∂t
discre´tise´e s’e´crit sous une forme ge´ne´rale :
∂u′n+1
∂t
=
a1u
′n+1 + b1u
′n + b2u
′n−1 + b3u
′n−2 + b4u
′n−3
dt
(4.4.1)
Un de´veloppement de Taylor d’ordre quatre des quantite´s u′n, u′n−1, u′n−2 et u′n−3 est
effectue´ autour de l’instant tn+1. Apre`s l’injection de ces de´veloppement dans (4.4.1) nous
obtenons un syste`me de cinq e´quations :
a1 + b1 + b2 + b3 + b4 = 0
−b1 − 2b2 − 3b3 − 4b4 = 1
b1 + 4b2 + 9b3 + 16b4 = 0
−b1 − 8b2 − 27b3 − 64b4 = 0
b1 + 16b2 + 81b3 + 256b4 = 0
(4.4.2)
En e´crivant ce syste`me sous une forme matricielle nous obtenons ainsi les diffe´rents coeffi-
cients : 
a1
b1
b2
b3
b4

=

1 1 1 1 1
0 −1 −2 −3 −4
0 1 4 9 16
0 −1 −8 −27 −64
0 1 16 81 256

−1 
0
1
0
0
0

=

25/12
−4
3
−4/3
1/4

(4.4.3)
Nous avons choisi pour le premier pas de temps u′1 une fonction a` valeurs ale´atoires et u′2,
u′3 et u′4 sont tels que : u′2 = u′1, u′3 = u′2 et u′4 = u′3. Ce qui revient a` utiliser un sche´ma
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d’ordre 1 pour la premie`re ite´ration, un sche´ma d’ordre deux pour la deuxie`me ite´ration, un
sche´ma d’ordre trois pour la troisie`me ite´ration et a` la quatrie`me ite´ration nous prenons l’ordre
quatre du sche´ma.
Extrapolation des termes non line´aires
Nous proce´dons de la meˆme manie`re a` une extrapolation du terme u′n+1 a` partir des termes
u′n, u′n−1, u′n−2 et u′n−3. Ceci a pour intereˆt d’approximer les termes non line´aires avec une
erreur de troncature du meˆme ordre que la de´rive´e temporelle. Posons :
u′n+1 = d1u
′n + d2u
′n−1 + d3u
′n−2 + d4u
′n−3 (4.4.4)
La substitution du de´veloppement de Taylor dans l’e´quation (4.4.4) nous permet d’obtenir
un syste`me de quatre e´quations :
d1 + d2 + d3 + d4 = 1
d1 + 2d2 + 3d3 + 4d4 = 0
1
2
d1 +
4
2
d2 +
9
2
d3 +
16
2
d4 = 0
1
6
d1 +
8
6
d2 +
27
6
d3 +
64
6
d4 = 0
(4.4.5)
Nous obtenons finalement les coefficients d’extrapolation :

d1
d2
d3
b4
 =

1 1 1 1
1 2 3 4
1/2 4/2 9/2 16/2
1/6 8/6 27/6 64/6

−1 
1
0
0
0
 =

4
−6
4
−1
 (4.4.6)
Ainsi tous les outils ne´cessaires a` la re´solution des syste`mes d’e´quations (4.2.5)-(4.2.8) et
(4.2.13)-(4.2.16) sont de´termine´s.
4.5 E´tat de base stationnaire
Concentrons-nous maintenant sur le calcul de la solution stationnaire de l’e´tat de base
gouverne´ par les e´quations de Navier-Stokes (4.2.5)-(4.2.8). Lorsque l’e´coulement e´tudie´ est
globalement instable (configuration e´tudie´e ici), il est pratiquement impossible de calculer
nume´riquement les solutions de l’e´tat de base stationnaire par les me´thodes de ”time-marching”
en particulier pour des sche´mas d’ordre e´leve´s avec une faible dissipation nume´rique. A˚kervik et
al. [ABH+06] ont propose´ une approche nume´rique pour calculer la solution stationnaire des
e´quations de Navier-Stokes qui consiste a` ajouter un terme de forc¸age :
−χ(U−Ust)
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a` ces e´quations. Ce terme permet d’atteindre l’e´tat stationnaire par amortissement des hautes
fre´quences instables (temporelles) contenues dans U. Les parame`tres χ et Ust repre´sentent
respectivement, le coefficient de controˆle (ou le gain du filtre) et l’e´tat stationnaire. Ce dernier
est la quantite´ filtre´e de U associe´e a` la largeur du filtre ∆. Sa forme diffe´rentielle d’apre`s
[PGGT03] est :
∂Ust
∂t
=
U−Ust
∆
La de´rive´e temporelle ∂Ust/∂t peut s’e´crire sous forme implicite :
∂Un+1st
∂t
=
Un+1st −Unst
dt
d’ou` Un+1st =
(
Un
∆
+
Unst
dt
)
/
(
1
dt
+
1
∆
)
La fre´quence de coupure du filtre 1/∆ est lie´e a` priori aux fre´quences des instabilite´s et
doit eˆtre infe´rieure a` celles-ci. En ce qui concerne le gain du filtre χ, il est contraint au taux de
croissance des instabilite´s et doit eˆtre suffisamment grand. Cependant, le choix d’un gain e´leve´
fait converger la solution vers l’e´tat stationnaire tre`s lentement, idem pour ∆. Un compromis
doit alors eˆtre trouve´. Les valeurs retenues de ∆ et χ sont justifie´es dans la section de validation
du code. Pour de´marrer le calcul Ust est choisi e´gal a` U.
Le syste`me d’e´quations (4.2.5)-(4.2.8) devient :
L[U] +N (U) + χ(U−Ust) = 0 (4.5.1)
∂U
∂x
+
1
r
∂(rV )
∂r
= 0 (4.5.2)
∂Ust
∂t
=
U−Ust
∆
(4.5.3)
Comme nous l’avons pre´cise´ pre´ce´demment, la proce´dure de calcul des termes line´aire L[U]
et non line´aire N (U) est analogue a` celle pre´sente´e pour L[u′] et N (u′).
L’aller retour dans l’espace physique produit des effets d’aliasing. La re`gle 3/2 d’Orszag est
e´galement applique´e a` l’e´tat de base pour e´liminer les ondes parasites.
Ainsi de´finie, la me´thode de calcul nume´rique employe´e permet de construire l’e´tat de base
axisyme´trique stationnaire non paralle`le a` partir des profils d’entre´e Uin, Vin et Win d’origine
expe´rimentale. Une fois la solution de base de´termine´e nous pouvons proce´der a` l’analyse de la
stabilite´ line´aire de l’e´coulement.
4.6 Proble`me aux valeurs propres
L’analyse de la stabilite´ line´aire permet de de´terminer s’il existe des modes croissants qui
de´stabilisent l’e´tat de base et qui seraient susceptibles d’initier une transition vers la turbulence.
4.6. Proble`me aux valeurs propres 112
Cette analyse se rame`ne a` la recherche des valeurs propres µ = σ + iω et vecteurs propres u′,
ou` ω et σ repre´sentent respectivement, le taux de croissance de la perturbation et sa pulsation.
Dans ce travail, nous nous concentrerons sur le mode le moins stable (de valeur ω la plus e´leve´e)
dans le but de retrouver le mode dominant observe´ expe´rimentalement.
Le proble`me de stabilite´ s’obtient a` partir des e´quations de Navier-Stokes line´arise´es que
l’on peut e´crire sous la forme :
dq′
dt
= Lq′
Cette e´quation peut s’e´crire sous la forme d’un proble`me aux valeurs propres en cherchant
des perturbations sous la forme : q′ = q(r, θ, x) e−iµt :
−iµq = Lq
Pour calculer le spectre, c’est-a`-dire l’ensemble des valeurs propres µ nous pouvons utiliser
diffe´rents algorithmes comme la me´thode d’Arnoldi qui est adapte´e aux ope´rateurs de grandes
dimensions. Ici nous avons re´-e´crit le proble`me sous la forme pseudo-instationnaire :
dq
dt
− iµq = Lq − χ(q − qst)
L’ajout du terme de filtrage −χ(q − qst) permet de se´lectionner un seul mode, qst est donne´
par :
dqst
dt
=
q − qst
∆
Apre`s convergence nous avons : q ≈ qst et dq/dt ≈ 0.
La valeur propre µ peut eˆtre calcule´e a` partir de l’e´volution temporelle de l’e´nergie cine´tique
de la perturbation.
L’e´nergie cine´tique des perturbations s’exprime en fonction de q et de son conjugue´ q a` un
instant t :
E(t) =
1
2
∫
V
qq dV e2µt (4.6.1)
L’e´volution en temps de l’e´nergie permet de calculer le taux de croissance et la pulsation du
mode le moins amorti : ∫
V
q
∂q
∂t
dV = 2µ
1
2
∫
V
qq dV e2µt
Nous obtenons finalement :
µ =
1
2E(t)
∫
V
q
∂q
∂t
dV (4.6.2)
et
σ = ℜ(µ) et ω = ℑ(µ) (4.6.3)
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4.7 Crite`re de convergence
Une fois le proble`me discret est formule´, il faut s’assurer que l’e´cart entre la solution
approche´e et exacte tend vers ze´ro lorsque les pas de discre´tisation tendent vers ze´ro. Le choix
du crite`re de convergence porte sur trois quantite´s :
1. Variation du taux de croissance ω calcule´ aux instants tn et tn+1 : ∆ω = |ω(tn+1)−ω(tn)|
2. Norme infinie de
∂u′n+1
∂t
3. Norme infinie de u′n+1 − u′n+1st .
Nous estimons que la solution est converge´e lorsque ces trois quantite´s sont infe´rieures a`
10−8. A˚kervik et al. [ABH+06] ont choisi la diffe´rence entre la vorticite´ non filtre´e vz et la
vorticite´ filtre´e vzst comme crite`re de convergence. La convergence est atteinte lorsque cette
quantite´ est infe´rieure a` 10−6.
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4.8 Validation du code de calcul
Nous allons proce´der dans cette section a` l’e´tape de validation des outils de calcul nume´rique.
Cette e´tape vise a` valider le choix des parame`tres nume´riques tels que le nombre de modes de
ChebyshevM , le pas de temps dt, le coefficient de controˆle χ, le buffer domain λ(x) et le nombre
de points Nx dans la direction axiale. Dans une premie`re e´tape de validation, notre choix se
porte sur l’e´coulement de Hagen-Poiseuille (HP). Ce dernier a fait l’objet de plusieurs e´tudes
expe´rimentales et nume´riques voir par exemple, P.-A. Mackrodt [Mac76], W.Cotton et H.Salwen
[CS81], Priymak et Miyazaki [PM98] et A´. Meseguer et L.N. Trefethen [MT00, MT01, MT03].
D’un point de vue mathe´matique, l’e´coulement de Hagen-Poiseuille non tournant est line´airement
stable. Toute perturbation infinite´simale ajoute´e a` l’e´coulement de base finit par s’amortir.
Lessen et al. [LSL68] n’ont trouve´ aucune amplification des perturbations en e´tudiant nume´ri-
quement la stabilite´ de l’e´coulement de HP jusqu’a` un nombre de Reynolds de 16000. Salwen et
Grosch [SG72] ont confirme´ ce re´sultat en e´tendant les calculs jusqu’a` Re = 50000. Ne´anmoins,
une petite rotation superpose´e a` la vitesse axiale de´stabilise l’e´coulement de HP. Pedley [Ped69]
a montre´ que l’e´coulement dans un tube devient instable a` Re = 82, 9 lorsqu’il est soumis a` une
rotation rapide. Ce re´sultat a e´te´ confirme´ the´oriquement par Hung et al. [HJM72](1972) et
Metcalfe et Orszag [MO73] et expe´rimentalement par Nagib et al. [NLFW71].
L’e´coulement de base conside´re´ est l’e´coulement de Hagen-Poiseuille dans un tube tournant
RHP (Rotating Hagen-Poiseuille) de rayon R et de vitesse angulaire Ω0. Le champ de vitesse
adimensionne´ de cet e´coulement en coordonne´es cylindriques (r, θ, x) est donne´ par :

U(r) = 2(1− r2)
V (r) = 0
W (r) =
Reθ
Re
r
r ∈ [0, 1] (4.8.1)
U , V et W repre´sentent respectivement, la vitesse longitudinale, la vitesse radiale et la vi-
tesse azimutale. Le taux de rotation Reθ et le nombre de Reynolds Re sont deux parame`tres
adimensionne´s gouvernant l’e´coulement. Ils sont de´finis comme suit :
Reθ =
Ω0R
2
ν
et Re =
U0R
ν
avec U0 la vitesse sur l’axe et ν la viscosite´ cine´matique du fluide. Ici, Re = 911, 5 et le nombre
de Swirl est de S = Reθ/Re = 0, 57.
L’e´coulement de RHP e´tant un e´coulement paralle`le, nous allons omettre dans cette premie`re
e´tape de validation le buffer domain. Il sera valide´ ulte´rieurement en utilisant la configuration
de jet e´tudie´e expe´rimentalement. La fonction λ(x) est alors mise a` ze´ro dans les e´quations
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(4.2.13)-(4.2.15).
Le rayon du tube R et la vitesse a` l’axe U0 sont choisis respectivement, comme e´chelles de
longueur et de vitesse.
Le comportement de cet e´coulement vis a` vis d’une perturbation infinite´simale (u′ex+ v
′er+
w′eθ, p
′) de la forme :{
u′(r, θ, x, t) = (u′(r, x, t), v′(r, x, t), w′(r, x, t))eimθ
p′(r, θ, x, t) = p′(r, x, t)eimθ
est gouverne´ par les e´quations de Navier-Stokes line´arise´es (4.2.13)-(4.2.16). La re´solution est
effectue´e dans l’espace pseudo-spectral comme il a e´te´ de´veloppe´ pre´ce´demment. Les re´sultats
pre´sente´s ici sont obtenus pour un nombre d’onde azimutal m = 1.
4.8.1 Discre´tisation dans la direction radiale
La me´thode spectrale utilise´e pour la re´solution du terme line´aire des e´quations de Navier-
Stokes consiste a` discre´tiser la solution exacte sur une base de polynoˆmes de Chebyshev, ce qui
implique la de´termination d’un nombre de points de Chebyshev M pour l’approximation radiale.
Nous avons choisi pour cela trois grilles : une grille large M = 33, une grille interme´diaire
M = 41 et une grille fine M = 61. L’e´tape de validation consiste a` comparer les re´sultats
obtenus par le code de stabilite´ line´aire que nous avons imple´mente´ sous Matlab avec le code
utilise´ par A´. Meseguer et L.N.Trefethen [MT03]. Le tableau (4.1) regroupe les valeurs du
taux de croissance ω1 du mode le plus instable avec sa fre´quence d’oscillation σ1 calcule´s a`
partir de (4.6.3) pour les trois grilles, compare´es avec les re´sultats du code de A´. Meseguer et
L.N.Trefethen [MT03] (ωM ,σM ).
M ω1 ωM σ1 σM
33 0,190172631295842 0,190172631298698 0,203076809110170 0,203076809106592
41 0,190172631288445 0,190172631299116 0,203076809136023 0,203076809107865
61 0,190172631225371 0,190172631298766 0,203076808906720 0,203076809111036
Tableau 4.1 – Comparaison du taux de croissance ω1 et de la fre´quence d’oscillation σ1 calcule´s
pour les trois grilles M = 33, M = 41 et M = 61 avec les re´sultats du code de A´. Meseguer et
L.N.Trefethen [MT03] (ωM , σM ). Le nombre d’onde azimutal est m = 1 et la taille du domaine
de calcul Lx = 20
La comparaison des e´le´ments propres (u′, v′, w′) du mode le plus instable obtenus par le code
de stabilite´ line´aire avec ceux du code de A´. Meseguer et L.N.Trefethen [MT03] (u′M , v
′
M , w
′
M )
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est illustre´e sur la figure (4.2). Nous repre´sentons ici, l’e´volution de l’erreur longitudinale
ǫx = ||u′ − u′M ||∞, radiale ǫr = ||v′ − v′M ||∞ et azimutale ǫθ = ||w′ − w′M ||∞ au cours du temps.
Ces figures montrent que ǫx et ǫθ sont de l’ordre de 10
−5 et ǫr est de 10
−6 dans les trois grilles.
Figure 4.2 – E´volution de l’erreur longitudinale ǫx = ||u′ − u′M ||∞, radiale ǫr = ||v′ − v′M ||∞ et
azimutale ǫθ = ||w′ − w′M ||∞ dans le temps calcule´e pour les trois grilles M = 33, M = 41 et
M = 61. Le nombre d’onde azimutal m = 1 et la taille du domaine de calcul Lx = 20
La correspondance entre les re´sultats pre´ce´dents et la superposition des spectres du taux
de croissance ω1 calcule´ avec les trois grilles, figure (4.3) nous permet de choisir le nombre de
points de Chebyshev que nous allons utiliser par la suite. Nous optons alors pour M = 33 pour
l’approximation radiale. Ce premier choix est e´galement valide´ par la figure (4.4) qui repre´sente
la superposition du spectre du taux de croissance avec celui obtenu par le code de A´. Meseguer
et L.N.Trefethen [MT03] (ωM ) calcule´s avec la grille large M = 33. Le nombre d’onde axial du
mode le plus instable k1 = −0, 3142 correspond parfaitement au nombre d’onde axial le plus
instable obtenu avec le code de A´. Meseguer et L.N.Trefethen [MT03] kM = −0, 3142.
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Figure 4.3 – Spectre du taux de croissance ω1 en fonction du nombre d’onde axial k pour les
trois grilles M = 33, M = 41 et M = 61. Le nombre de mode azimutal m = 1, le coefficient de
controˆle χ = 0 et la taille du domaine de calcul Lx = 20
Figure 4.4 – Comparaison du spectre des taux de croissance ω1 et ωM en fonction du nombre
d’onde axial k calcule´s avec M = 33 et la taille du domaine de calcul Lx = 20
4.8.2 Choix du pas de temps
Toujours dans l’e´tape de validation des parame`tres utilise´s dans le code de stabilite´ line´aire,
nous avons teste´ quatre valeurs du pas de temps dt : dt = 2, 5.10−3, dt = 5.10−3, dt = 10−2 et
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dt = 1, 5.10−2. Comme il a e´te´ pre´cise´ pre´ce´demment, le choix du pas de temps n’obe´it pas
aux conditions CFL lorsque le sche´ma d’inte´gration temporelle utilise´ est semi-implicite. Les
trois premie`res valeurs de dt convergent vers le meˆme taux de croissance ω1 du mode le plus
amplifie´ au bout de quelques ite´rations, figure (4.5) mais pour un pas de temps supe´rieur a`
10−2, le calcul diverge. Pour des valeurs de dt infe´rieures a` 2, 5.10−3 le temps de calcul devient
long. Deux pas de temps sont alors retenus : dt = 10−2 utilise´ pour l’e´coulement de RHP et
dt = 5.10−3 pour une configuration d’e´coulement plus complexe.
Figure 4.5 – Evolution du taux de croissance dans le temps avec dt = 2, 5.10−3, dt = 5.10−3,
dt = 10−2, M = 33, m = 1
4.8.3 Coefficient de controˆle
Le terme de filtrage −χ(u′−u′st) utilise´ dans l’e´tude de la stabilite´ line´aire permet d’extraire
uniquement le mode le plus instable, figure (4.6). Comme il a e´te´ explique´ pre´alablement, le
coefficient de controˆle χ n’obe´it pas a` une re`gle fondamentale mais le choix d’un χ e´leve´ fait
converger le re´sultat tre`s lentement, figure (4.7) mais finit par converger vers le mode le moins
stable. De meˆme pour la fre´quence de coupure 1/∆.
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Figure 4.6 – Spectre de l’e´nergie de la perturbation a` l’instant t = 1000, filtrage du mode le
plus instable, k = −0, 3142, m = 1, M = 33 et χ = 0, 2
Figure 4.7 – Influence de la valeur du coefficient de controˆle χ sur la vitesse de convergence
(M = 33, m = 1)
Le tableau (4.2) re´capitule les valeurs du taux de croissance et de la fre´quence d’oscillation
du mode le plus instable pour χ = 0, 0, 2 et 2. Apre`s une e´tude parame´trique sur χ et ∆ le
terme de controˆle retenu pour les diffe´rents calculs (e´tat de base et stabilite´ line´aire) est χ = 0, 2
et la largeur du filtre ∆ = 2. Le choix de ces valeurs est un compromis entre l’efficacite´ du
filtrage et la rapidite´ de la convergence vers le mode le plus instable.
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χ ω1 σ1 k
0 0,190172631295842 0,203076809110170 -0,3142
0.2 0,190172631299318 0,203076809107513 -0,3142
2 0,190172631297757 0,203076809094499 -0,3142
Tableau 4.2 – Tableau re´capitulatif des valeurs du taux de croissance et de la fre´quence du
mode le plus amplifie´ apre`s convergence calcule´es avec χ = 0, 0, 2 et 2 (M = 33, m = 1)
4.8.4 E´coulement non paralle`le
La seconde e´tape de validation consiste a` de´finir une grille longitudinale Nx qui permet
de discre´tiser la direction longitudinale de l’e´tat de base stationnaire non-paralle`le U(r, x)
et de la vitesse de la perturbation u′(r, θ, x, t). Notre choix porte sur le cas 7 de nombre de
Reynolds Re = UiRo/ν = 1578, 4, de rapport de vitesses ξ = Uo/Ui = 0, 63 et de nombre
de Swirl S = max (W )/Ui = 0, 28 e´tudie´ expe´rimentalement pour de´finir les parame`tres du
code nume´rique. Les profils des vitesses d’entre´e longitudinale Uin(r) et azimutale Win(r)
adimensionne´es sont donne´s dans la figure (4.8). La vitesse radiale Vin est nulle. Ces profils sont
obtenus par une interpolation des champs de vitesses longitudinale U et azimutale W moyenne´s
en temps mesure´s a` la sortie de la buse en x = 0 la` ou` le jet est encore axisyme´trique.
Figure 4.8 – Profils des vitesses longitudinale Uin et azimutale Win en fonction du rayon r
(cas 7 : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28)
4.8.4.1 Buffer Domain
L’e´coulement e´tant non-paralle`le, la condition aux limites en x doit eˆtre prise en compte et
ceci par application du buffer domain λ(x) aux e´quations de Navier-Stokes de l’e´tat de base
stationnaire et de la perturbation. Rappelons que cette fonction agit a` partir des 2/3 du domaine
de calcul total Lx. La taille de la veine d’essai e´tant approximativement e´gale a` 10Ro nous
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choisissons une taille du domaine re´el (2Lx/3 = 10) correspondant au dispositif expe´rimental,
donc une taille du domaine de calcul Lx = 15. Plusieurs fonctions λ(x) ont e´te´ teste´es telles que

λ1(x) = a exp(−0, 3(x− Lx)2)
λ2(x) = a((tanh(0, 8(x− 0, 75Lx)2) + 1)/2− (tanh(80(x− 0, 99Lx)2) + 1)/2)
λ3(x) = a exp(−400(x/Lx − 0, 83)2)
(4.8.2)
ou` a repre´sente l’amplitude de λi(x). Ces fonctions agissent uniquement dans la zone tampon,
figure (4.9).
Figure 4.9 – Fonctions λ(x) teste´es avec a = 1
Le choix de λ(x) n’est pas trivial car il peut avoir une influence sur les re´sultats de la
stabilite´ line´aire. En effet, le buffer domain peut produire dans l’e´tat de base des oscillations
parasites donc des gradients artificiels, figure (4.10) qui peuvent forcer les petites e´chelles et
ge´ne´rer des instabilite´s dans l’e´coulement. Nous avons aussi observe´ pour une meˆme fonction λ
que les oscillations deviennent plus fortes lorsque Lx augmente.
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Figure 4.10 – Influence du choix de la fonction λ(x) sur l’e´tat de base stationnaire. Repre´sen-
tation du gradient de la vitesse longitudinale de base : ∂U/∂x en r = 0
La fonction λ(x) doit eˆtre pe´riodique (adapte´e a` la re´solution dans l’espace spectral de
Fourier) pour que le forc¸age en x = 0 soit le meˆme qu’en x = Lx afin d’e´viter de forts gradients.
Il faut e´galement ve´rifier que le spectre de λ(x) ne pre´sente pas de repliement, figure (4.11).
Nous avons opte´ alors pour λ(x) = λ3(x).
Figure 4.11 – Transforme´e de Fourier des fonctions λi(x), a = 1, Nx = 64, Lx = 15
La fonction λ(x) doit atte´nuer les perturbations qui pe´ne`trent la zone tampon, elle doit
donc avoir une amplitude a e´leve´e et en meˆme temps faible pour qu’elle ne de´truise pas le spectre.
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Ce parame`tre a influence l’erreur a` l’entre´e dans l’e´tat de base ǫ(U) (4.8.3) et dans la
stabilite´ line´aire ǫ(u′) (4.8.4) :
ǫ(U) = max(||U(r, x = 0)− Uin||∞, ||V (r, x = 0)− Vin||∞, ||W (r, x = 0)−Win||∞) (4.8.3)
ǫ(u′) = max(||u′(r, x = 0)||∞, ||v′(r, x = 0)||∞, ||w′(r, x = 0)||∞) (4.8.4)
En effet, cette erreur de´croˆıt lorsque a croˆıt. Or une valeur e´leve´e de l’amplitude a risque
d’entraˆıner des re´sultats errone´s bien que l’erreur a` l’entre´e soit plus faible. Un compromis doit
eˆtre trouve´ pour choisir l’amplitude du buffer domain. Apre`s une e´tude parame´trique sur a
nous avons choisi une amplitude a = 10 pour l’e´tat de base et a = 2 pour les perturbations.
4.8.4.2 Discre´tisation dans la direction longitudinale
La discre´tisation suivant la direction longitudinale est valide´e en se donnant deux grilles
Nx : une grille grossie`re Nx = 64 et une grille fine Nx = 128 toujours pour la meˆme longueur
de domaine Lx = 15 et le nombre de points de Chebyshev M = 33. Les re´sultats pre´sente´s ici
correspondent au mode m = 8 car il a de forts gradients. Les autres modes m < 8 seront mieux
ou aussi bien converge´s. La physique du mode 8 et des autres modes est discute´e dans le chapitre 5.
La validation de la grille dans la direction longitudinale est effectue´e en superposant dans
un premier temps l’e´tat de base stationnaire calcule´ pour les deux grilles, figure (4.12). Ensuite
le spectre de l’e´nergie cine´tique de la perturbation dans l’espace spectral E(k), figure (4.13) et
dans l’espace physique E(x), figure (4.14).
Figure 4.12 – E´tat de base stationnaire calcule´ avec les deux grilles Nx = 64 et Nx = 128 :
superposition de la valeur maximale dans la direction radiale de U et de W
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Figure 4.13 – Spectre de l’e´nergie cine´tique de la perturbation calcule´e avec les deux grilles
Nx = 64 et Nx = 128, pour m = 8, Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28
Figure 4.14 – E´nergie cine´tique de la perturbation calcule´e avec les deux grilles Nx = 64 et
Nx = 128, pour m = 8, Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28
La bonne correspondance des re´sultats pour les deux grilles nous permet de choisir la grille
large Nx = 64, M = 33 comme grille de calcul pour l’e´tude parame´trique du chapitre 5.
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4.9 Conclusion
La technique de calcul nume´rique que nous avons utilise´e pour re´soudre le syste`me d’e´qua-
tions du proble`me e´tudie´ fait appel a` la me´thode pseudo-spectrale. Cette me´thode permet le
calcul des termes line´aires dans l’espace spectral et les termes de la forme (U.∇).u′ + (u′.∇).U
dans l’espace physique. Cette ope´ration se re´duit a` un produit alge´brique entre deux fonctions.
La re`gle 3/2 d’Orszag est utilise´e pour le proble`me d’aliasing duˆ aux termes non line´aires.
Dans le but de diminuer la dimension spatiale du proble`me a` 2D, une transforme´e de
Fourier dans la direction azimutale θ est applique´e a` u′. Le calcul se fait donc mode par
mode. Le champ de vitesse de la perturbation de´pendra spatialement de r et de x. Nous
optons d’e´valuer ce champ dans l’espace spectral de Petrov Galerkin pour la discre´tisation
dans la direction radiale. Le choix de la re´solution dans l’espace spectral de Petrov Galerkin
repose sur la condition du champ sole´no¨ıdal (∇u′ = 0). Les fonctions de base adapte´es a`
cette me´thode sont les polynoˆmes de Chebyshev et le choix d’une grille de Gauss-Lobatto
permet d’e´viter le proble`me de singularite´ ge´ome´trique (1/r). La discre´tisation dans la direction
axiale est effectue´e dans l’espace spectral de Fourier car la solution recherche´e est pe´riodique en x.
Le retour a` l’espace physique est assure´ par une transforme´e inverse de Petrov-Galerkin. Les
e´quations de Navier-Stokes line´arise´es gouvernant l’e´volution d’une perturbation infinite´simale
comportent e´galement des de´rive´es spatiales par rapport a` r et x. L’ope´rateur ∂./∂r est calcule´
dans l’espace physique avec la matrice de de´rivation de Chebyshev. La de´rive´e par rapport a` x
est effectue´e dans l’espace de Fourier ou` ∂./∂x est remplace´e par ik, avec k le nombre d’onde
axial re´el.
En ce qui concerne l’inte´gration temporelle, elle est re´alise´e avec un sche´ma a` pas multiple
d’Adams-Bashforth d’ordre quatre semi-implicite.
Dans l’e´tude de la stabilite´ line´aire, nous nous inte´ressons uniquement au mode le plus
instable dans le but d’une comparaison avec le mode dominant observe´ expe´rimentalement. Le
taux de croissance de la perturbation et sa fre´quence d’oscillation sont calcule´s a` partir de son
e´nergie cine´tique. La se´lection du mode le plus amplifie´ est assure´e par l’ajout d’un terme de
filtrage aux e´quations de Navier-Stokes.
Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser ces techniques nume´riques pour l’analyse de
la stabilite´ line´aire du cas 7 e´tudie´ expe´rimentalement. L’e´tude des autres cas, tableau (2.5)
demandera une revalidation des parame`tres du code nume´rique, en particulier le choix des
parame`tres du buffer domain et le nombre de points dans la direction longitudinale.

Chapitre 5
Re´sultats de la stabilite´ line´aire
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5.1 Introduction
Nous avons pre´sente´ dans le troisie`me chapitre de ce me´moire les visualisations de l’e´cou-
lement par tomographie laser et les champs de vitesses mesure´s par PIV. L’analyse de ces
re´sultats expe´rimentaux nous a permis d’observer l’influence des forces centrifuges combine´es au
cisaillement sur l’e´coulement et d’avoir une ide´e sur les modes les plus amplifie´s qui apparaissent
dans la configuration de jets coaxiaux e´tudie´e.
Dans le but de retrouver cette carte en mode de Fourier azimutaux et d’interpre´ter les
ingre´dients de de´stabilisation de l’e´coulement, nous avons opte´ pour l’analyse de la stabilite´
line´aire, e´tape ne´cessaire pour une bonne compre´hension de la dynamique de l’e´coulement.
Comme nous l’avons pre´cise´ pre´ce´demment, les profils de vitesses moyenne´es en temps mesure´es
a` la sortie de la buse (en x = 0) la` ou` le jet est encore axisyme´trique, sont utilise´s pour le calcul
de l’e´tat de base.
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Les re´sultats de la stabilite´ line´aire globale pre´sente´s dans ce chapitre sont restreints au cas
7 analyse´ expe´rimentalement dans le chapitre 3. Les parame`tres dynamiques de cet e´coulement
sont maintenus constants : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28. Les techniques de calcul
nume´rique pre´sente´es dans le chapitre 4 permettent la re´solution des e´quations qui re´gissent cet
e´coulement et son e´tude de stabilite´ line´aire globale.
5.2 E´tat de base non paralle`le
Les mesures des champs de vitesses moyennes longitudinale U(r) et azimutaleW (r) effectue´es
a` la sortie de la buse en x = 0 sont repre´sente´es sur les figures (3.12) et (3.14). Les profils
mesure´s a` cette position peuvent eˆtre approche´s par des fonctions analytiques sous la forme de
tangente hyperbolique pour la vitesse axiale (5.2.1) et polynomiale pour la vitesse azimutale
(5.2.3). Ces profils sont utilise´s comme condition d’entre´e pour calculer la solution de base
non paralle`le. Ils sont note´s dans le chapitre 4 par Uin (vitesse axiale d’entre´e) et Win (vitesse
azimutale d’entre´e). La vitesse radiale e´tant ne´glige´e, Vin est e´gale a` 0 :
Uin(r) = [1− tanh(30(r −Ri/Ro + 0, 1))]/2 + ξ[tanh(30(r −Ri/Ro − 0, 05))−(5.2.1)
tanh(30(r − 1− 0, 1))]/2
Vin(r) = 0 (5.2.2)
Win(r) = −Sr4(0, 2− r)4(1− r)2 (5.2.3)
ou` ξ et S sont respectivement le rapport des vitesses de´bitantes et le nombre de Swirl de
l’e´coulement.
Une deuxie`me solution permettant d’obtenir les conditions d’entre´e consiste a` interpoler les
profils de vitesse U(r) et W (r) au moyen de fonctions spline cubiques. Ces fonctions permettent
de mieux approcher une se´rie de donne´es expe´rimentales. Elles sont compose´es de segments
de polynoˆmes d’ordre trois et de classe C2 aux points de jonction. Les profils de vitesses
longitudinale et azimutale interpole´s sont pre´sente´s sur les figures (5.1).
A partir de la condition d’entre´e Uin(r) = (Uin(r), Vin(r),Win(r)) nous pouvons calculer
la solution de base non paralle`le U(r, x), V (r, x) et W (r, x) ve´rifiant le syste`me d’e´quations
(4.2.5)-(4.2.8). La re´solution de ce syste`me est pre´sente´e dans le chapitre pre´ce´dent.
Nous avons vu que l’ajout d’une force de volume F = λ(x)(U−Uin) a` ces e´quations permet
de tendre l’e´tat de base vers la condition d’entre´e Uin en x = 0. Rappelons que λ(x) est la
fonction buffer domain, figure (4.9, courbe rouge). Cette convergence est quantifie´e par l’erreur
a` l’entre´e ǫ(U) entre l’e´tat de base U et le champ moyen interpole´ Uin, de´finie par :
ǫ(U) = max(||U(r, x = 0)− Uin||∞, ||V (r, x = 0)− Vin||∞, ||W (r, x = 0)−Win||∞) (5.2.4)
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Cette erreur de´croˆıt avec l’amplitude de λ(x) et avec le nombre de points dans la direction
radiale.
L’application du terme de forc¸age −χ(U−Ust) a` l’e´tat de base permet d’atteindre l’e´tat
stationnaire.
Figure 5.1 – Interpolation des profils de vitesses longitudinale et azimutale mesure´es en x = 0
avec la fonction spline cubique (cas 7 : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28)
5.3 Stabilite´ line´aire
L’e´tat de base stationnaire non paralle`le U(r, x), V (r, x) etW (r, x) est ensuite injecte´ dans le
code de stabilite´ line´aire de´crit dans le chapitre quatre pour calculer les perturbations u′m(r, x, t),
v′m(r, x, t) et w
′
m(r, x, t), ou` m repre´sente le nombre d’onde azimutal. Pre´cisons qu’aucun bruit
ou perturbation n’a e´te´ ajoute´ sur les profils d’entre´e.
L’application de la force de volume f′ = λ(x)u′ aux e´quations de la perturbation permet
d’avoir une faible valeur de la perturbation en x = 0 et en x = Lx pour l’e´tude de la stabilite´
globale. Cette valeur est e´value´e par ǫ(u′) :
ǫ(u′) = max(||u′(r, x = 0)||∞, ||v′(r, x = 0)||∞, ||w′(r, x = 0)||∞) (5.3.1)
Cette erreur de´pend de plusieurs parame`tres tels que l’amplitude de λ(x) et la longueur du
domaine Lx.
Rappelons que le calcul des fluctuations est effectue´ mode par mode. Nous supposons que
ces modes sont se´lectionne´s par un me´canisme d’amplification line´aire d’ou` le choix d’une e´tude
line´aire de la stabilite´. Le mode global le plus instable est se´lectionne´ par le biais d’un filtre
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de terme −χ(u′ − u′st) applique´ aux e´quations de Navier-Stokes gouvernant l’e´volution de la
perturbation.
5.3.1 Taille du domaine
L’e´coulement e´tudie´ e´tant non paralle`le de´pend non seulement de la direction radiale r mais
e´galement de la direction axiale x. La taille Lx du domaine a e´te´ l’un des parame`tres cruciaux
a` de´terminer.
Nous avons utilise´ au de´but un domaine de calcul de taille Lx = 12. La repre´sentation
spatiale des champs de vitesses u′m(r, x, t), v
′
m(r, x, t) et w
′
m(r, x, t), figure (5.2) montre une
amplification des structures tourbillonnaires suivant la direction axiale jusqu’au de´but du buffer
domain. Ce dernier agit a` partir de 2Lx/3 et est repre´sente´ sur cette figure par une courbe
blanche.
Figure 5.2 – E´volution spatiale de la perturbation longitudinale u′m(r, x) et radiale v
′
m(r, x)
pour une taille de domaine Lx = 12 (Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28, m = 8). La fonction
buffer domain est repre´sente´e par la courbe blanche
Nous avons e´galement remarque´ une influence du buffer domain sur les re´sultats de la
stabilite´ line´aire. En effet, l’emploi d’une autre fonction buffer domain ou la variation de son
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amplitude modifie la valeur du taux de croissance et de la fre´quence de la perturbation. Le calcul
des modes ne converge donc pas spatialement pour un domaine de taille mode´re´e du fait que le
mode global a tendance a` s’e´tendre davantage et arrive jusqu’a` la zone ou` intervient le buffer
domain. Pour reme´dier a` ce proble`me de convergence spatiale nous avons de´cide´ d’augmenter la
taille du domaine en espe´rant pouvoir e´liminer les effets de´stabilisant. En effet, dans un domaine
de taille assez longue, nous pouvons nous attendre a` ce que le mode global soit localise´ dans
la zone initiale du jet puisque la rotation n’est pas entretenue et est dissipe´e au contraire vers
l’aval. Le buffer domain devrait donc uniquement agir sur les instabilite´s convectives (qui seront
amorties) sans avoir d’influence sur le mode global.
L’utilisation d’un tel domaine ne´cessite un maillage tre`s fin pour pouvoir capturer a` la fois
les grandes et les petites e´chelles de fluctuations de l’e´coulement. Par conse´quent, le couˆt de
calcul devient tre`s e´leve´. Pour pallier ce proble`me, nous avons de´cide´ de diminuer le nombre de
Reynolds a` Re = 300, d’augmenter le nombre de Swirl a` S = 1, 12 de meˆme que la longueur Lx
de 20 a` 100, figure (5.3) pour atteindre la convergence spatiale du mode. Les profils de vitesse
utilise´ sont les meˆmes qu’auparavant afin de conserver les caracte´ristiques des modes converge´s
les plus proches possibles des cas e´tudie´s expe´rimentalement.
Figure 5.3 – E´volution spatiale de la perturbation longitudinale u′m(r, x) et radiale v
′
m(r, x)
pour une taille de domaine Lx = 100 : Re = 300 et S = 1, 12, m = 8. Le buffer domain agit a`
partir de 2Lx/3
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Bien qu’ayant pris une longueur Lx = 100 et une faible valeur du nombre de Reynolds, la
convergence spatiale du mode n’est pas encore atteinte. En effet, le taux de croissance de la
perturbation de´croˆıt avec Lx alors qu’il doit eˆtre inde´pendant de ce parame`tre si la taille du
domaine est ade´quate. Nous avons donc besoin d’une taille beaucoup plus e´leve´e qui demande
un temps de calcul plus conse´quent. Le besoin d’un domaine si grand n’est pas surprenant.
Rojas et Feria [SRFF05] qui ont e´tudie´ la stabilite´ d’un e´coulement dans un tube tournant
pour des nombres de Reynolds allant jusqu’a` 200 ont eu besoin d’une longueur de tube e´gale a`
200 fois son diame`tre. Del Pino et al. [DPOCFF03] se sont inte´resse´s a` la stabilite´ line´aire de
l’e´coulement de Hagen-Poiseuille non-paralle`le tournant pour un nombre de Reynolds Re = 500.
La taille du domaine choisie est de 400 fois le diame`tre du tube. Pedley [Ped69], quant a` lui
a donne´ une estimation de la longueur du domaine en fonction du nombre de Reynolds et de
Swirl : Lx = O[max(Re,ReS)] en e´tudiant the´oriquement la stabilite´ line´aire de l’e´coulement
de Hagen-Poiseuille tournant.
Nous devons donc utiliser un domaine de calcul de longueur proportionnelle au nombre
de Reynolds Re = 1578, 4 (ReS = 442). Comme nous l’avons pre´cise´, l’usage d’une telle lon-
gueur demande plus de points Nx dans la direction axiale et donc plus de temps de calcul.
La re´alisation de ce maillage peut vite devenir inexe´cutable avec une puissance de calculateur
limite´e. Nous avons donc choisi un domaine de calcul de taille re´el (2Lx/3) similaire a` celle de
la veine d’essai qui est de 10Ro. En tenant compte du buffer domain, la taille totale utilise´e est
Lx = 15. Finalement, le buffer domain cre´e un forc¸age sur les e´chelles longitudinales qui peut se
rapprocher du cas expe´rimental.
Une fois la longueur du domaine fixe´e, nous recalculons l’e´tat de base stationnaire axisyme´-
trique non paralle`le avec la taille choisie et nous e´tudions par la suite la stabilite´ line´aire de cet
e´coulement. Nous rappelons dans le tableau (5.1) les parame`tres utilise´s dans ce calcul, soient le
nombre de points de Chebyshev M , le nombre de points axial Nx, la longueur du domaine de
calcul Lx, le pas de temps dt, l’amplitude du buffer domain a et les parame`tres du filtre χ et ∆.
Parame`tres Re ξ S M Nx Lx dt a χ ∆ m
E´tat de base 1578,4 0,63 0,28 33 64 15 5e-3 10 0,2 2 0
Stabilite´ line´aire 1578,4 0,63 0,28 33 64 15 5e-3 2 0,2 2 1 a` 10
Tableau 5.1 – Parame`tres utilise´s dans la simulation des codes permettant le calcul de l’e´tat de
base et la stabilite´ line´aire du cas 7
Nous pre´sentons sur les figures (5.4) l’e´volution spatiale de l’e´tat de base stationnaire
U(r, x)ex + V (r, x)er +W (r, x)eθ dans la direction radiale r et longitudinale x. La courbe
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blanche superpose´e a` ces champs de vitesse repre´sente le buffer domain.
L’erreur ǫ(U) en x = 0 entre l’e´tat de base calcule´ et le champ moyen mesure´ est de 0,21. Elle
est due a` la composante longitudinale de la vitesse, en particulier a` la zone de cisaillement entre
les deux jets. Comme nous l’avons de´ja` pre´cise´, cette erreur peut eˆtre diminue´e en augmentant
le nombre de points M dans la direction radiale, or ceci rend le temps de calcul plus e´leve´ sans
avoir d’influence sur le re´sultat de la stabilite´ line´aire.
L’e´tat de base e´volue ensuite non paralle`lement a` la direction axiale bien que cette expansion
reste tout de meˆme faible. La vitesse radiale est faible compare´e aux vitesses dans les autres
directions. Son amplification au niveau du buffer domain est due au terme λ(x)(V − Vin)
ajoute´ a` l’e´quation de la vitesse radiale V (4.2.6). En ce qui concerne la vitesse azimutale, elle
diminue suivant la direction axiale puisque la rotation n’est pas entretenue. Le comportement
de l’e´coulement dans la zone du buffer domain n’est pas significatif.
Figure 5.4 – E´tat de base du cas 7 (Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28). U(r, x), V (r, x) et
W (r, x) sont respectivement les vitesses longitudinale, radiale et azimutale stationnaires
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5.3.2 E´tude parame´trique
Inte´ressons-nous maintenant a` l’e´tude de la stabilite´ line´aire de cet e´coulement en fonction
du nombre d’onde azimutal m ∈ N. Cette e´tude consiste a` chercher la valeur propre complexe
σ(m) + iω(m) et la fonction propre associe´e u′m. Pour le meˆme signe du pas m/k (ou` k est le
nombre d’onde axial de Fourier) les re´sultats de la stabilite´ pour les modes he´lico¨ıdaux ne´gatifs
sont identiques aux re´sultats de leurs homologues positifs. Seuls ces derniers sont donc pre´sente´s.
L’e´tat d’un e´coulement peut eˆtre qualifie´ a` partir du signe du taux de croissance de la
perturbation ω(m) calcule´ a` partir de son e´nergie cine´tique pour un nombre d’onde azimutal
m fixe´, (4.6.3) : si ω(m) < 0, toute perturbation s’amortit dans le temps, le mode consi-
de´re´ est donc stable, si ω(m) > 0, la perturbation s’amplifie dans le temps et l’e´coulement
devient instable. Rappelons que le terme de filtrage utilise´ dans le code de stabilite´ permet
de se´lectionner le mode de taux de croissance le plus e´leve´ en fonction du nombre d’onde azimutal.
Le calcul des dix premiers modes a e´te´ effectue´ avec la grille (M = 33, Nx = 64). La
convergence nume´rique a e´te´ ve´rifie´e pour la grille (M = 33, Nx = 128). Les modes m = 5 a` 10
donnent les meˆmes re´sultats (meˆmes e´le´ments propres) pour les deux grilles alors que ceux des
quatre premiers modes sont diffe´rents. Nous avons donc de´cide´ de proce´der par de´croissance
pour e´valuer les quatre premiers modes (initialiser le mode 4 avec les re´sultats du mode 5 et
ainsi de suite). Les e´le´ments propres du mode 4 obtenus sont similaires pour les deux grilles alors
que ceux du mode 3 initialise´s a` partir des nouvelles valeurs du mode 4 convergent nume´rique-
ment vers les re´sultats pre´ce´dents calcule´s a` partir d’une condition initiale arbitraire. Bien que
diffe´rents dans les deux grilles, ces trois premiers modes pre´sentent un taux de croissance positif
et une fre´quence d’oscillation e´leve´e. Le proble`me de convergence de ces modes peut eˆtre duˆ a` la
taille du domaine. Ces modes seraient alors influence´s par le buffer domain. D’autre part, nous
constatons que le buffer domain et le terme de filtrage n’arrivent pas a` suffisamment amortir
les instabilite´s convectives dans l’e´coulement. Ceci peut eˆtre la signature de modes convec-
tifs. Les trois premiers modes (m = 1, 2 et 3) ne sont donc pas pris en compte dans cette analyse.
Nous pre´sentons sur la figure (5.5) l’e´volution du taux de croissance en fonction du nombre
d’onde azimutal m avec m ∈ [4, 10]. La pulsation σ associe´e au taux de croissance le plus
amplifie´ est obtenue a` partir de l’e´quation (4.6.2). Elle est donne´e dans le tableau (5.2) pour
ces diffe´rents modes azimutaux. La longueur d’onde caracte´ristique 2π/k associe´e au mode de
Fourier avec la plus grande amplitude et le pas he´lico¨ıdal m/k des instabilite´s sont e´galement
re´sume´s dans ce tableau.
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Figure 5.5 – Taux de croissance le plus amplifie´ (Re = 1578.4, ξ = 0.63 et S = 0.28)
m ω σ 2π/k m/k
4 0,059 0,636 2,51 1,60
5 0,088 0,653 2,14 1,71
6 0,106 0,670 1,87 1,79
7 0,117 0,686 1,66 1,85
8 0,122 0,705 1,50 1,9
9 0,121 0,731 1,36 1,95
10 0,116 0,758 1,15 1,83
Tableau 5.2 – Valeurs du taux de croissance ω, de la pulsation σ, de la longueur d’onde
caracte´ristique 2π/k et du pas he´lico¨ıdal m/k associe´s pour le cas 7 (Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et
S = 0, 28)
Comme nous pouvons le constater, tous ces modes sont instables (ω > 0) et le taux d’ampli-
fication ω le plus e´leve´ est atteint pour le mode m = 8. La pulsation associe´e a` ω croˆıt avec le
nombre d’onde azimutal. Nous remarquons aussi que les taux de croissances et les pulsations de
ces modes sont le´ge`rement diffe´rents. La longueur d’onde pour laquelle les modes azimutaux
ont un taux de croissance maximal de´croˆıt avec m.
L’e´volution de l’e´nergie cine´tique de la perturbation en fonction de la direction longitudinale
x est trace´e sur la figures (5.6) avec une e´chelle logarithmique pour les modes azimutaux m = 4
a` m = 10. Par souci de clarte´, les courbes de l’e´nergie de ces diffe´rents modes ont e´te´ de´cale´es
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verticalement de log10(3). Une remarquable ressemblance de la croissance de l’e´nergie de la
perturbation en x pour ces sept modes peut eˆtre observe´e. Leur comportement paraˆıt eˆtre
analogue vu qu’ils ont un taux de croissance et une pulsation voisins et donc une e´volution
exponentielle ressemblante. Ceci peut eˆtre duˆ a` la taille du domaine qui n’est pas suffisamment
longue pour atteindre la convergence spatiale de chacun des modes. Le buffer domain agissant
donc a` partir de x = 10 force ces modes a` avoir cette meˆme e´volution.
Figure 5.6 – E´nergie cine´tique de la perturbation suivant la direction axiale. Chaque courbe a
e´te´ de´cale´e verticalement par commodite´ de lecture
La re´ponse impulsionnelle de l’e´coulement est repre´sente´e dans le diagramme spatio-temporel
entre l’instant t = 0 et t = 600, figure (5.7) pour le mode le plus amplifie´ (m = 8). La courbe
blanche correspond au buffer domain. Aucun terme de filtrage −χ(u′−u′st) n’est ajoute´ a` l’e´cou-
lement entre l’instant initial t = 0 et t = 100 car le re´gime n’est pas encore e´tabli. L’amplitude
de l’e´nergie de la perturbation croˆıt tout en e´tant transporte´e en aval de sa source, signature
d’instabilite´ convective. Arrive´e au buffer domain, l’amplitude de ces instabilite´s s’amortie. Au
fur et a` mesure que le temps passe et apre`s chaque bouclage de la position initiale x = 0 jusqu’au
buffer domain, l’amplitude diminue. En effet, le buffer domain permet d’agir sur les instabilite´s
de nature convective. A partir de l’instant t = 100, le terme de filtrage est ajoute´ aux e´quations
de la perturbation, ce qui permet de se´lectionner au temps long le mode global. L’instabilite´
n’est plus convecte´e en aval de sa source mais a` une position donne´e, elle e´volue dans le temps.
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L’instant t a` partir du quel le filtrage est applique´ est obtenu par ve´rification de la valeur
propre (σ+ iω) et la fonction propre u′ associe´e de modes m = 4 a` m = 10 par continuation (les
e´le´ments propres du mode m sont utilise´s comme condition initiale pour le mode m+ 1) et par
de´croissance (les e´le´ments propres du mode m+ 1 sont utilise´s comme condition initiale pour
le mode m). Lorsque le terme de filtrage est ajoute´ a` partir de l’instant initial, une diffe´rence
remarquable des re´sultats obtenus par continuation ou par de´croissance a e´te´ constate´e en
comparaison avec ceux calcule´s a` partir d’une condition arbitraire. Lorsque le filtre est applique´
a` partir de t ≥ 100, nous retrouvons les meˆmes valeurs des e´le´ments propres obtenues par
condition arbitraire, par continuation et par de´croissance. Nous avons donc retenu l’instant
t = 100 a` partir du quel le filtre est applique´ aux e´quations de Navier-Stokes de la perturbation.
Figure 5.7 – E´volution de l’e´nergie cine´tique dans le temps et dans l’espace pour le mode
8. Ici est repre´sente´ log10(E). La courbe blanche correspond au buffer domain : Re = 1578, 4,
ξ = 0, 63 et S = 0, 28
Le taux de croissance de la perturbation e´tant positif, nous pouvons conclure que le mode
m = 8 est globalement instable. Les diagrammes spatio-temporels des autres modes figurent
dans l’annexe B. Tous ces modes sont globalement instables.
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5.3.3 Nature des modes
La question qui peut se poser maintenant concerne le type des modes calcule´s ; est-ce que
ce sont des modes de paroi, des modes centraux ou des modes localise´s dans la zone entre les
deux jets. La re´ponse a` cette question peut eˆtre donne´e par l’e´volution de la perturbation dans
le plan me´ridien et dans les plans azimutaux ainsi que l’e´volution de u′m(r, x, t), v
′
m(r, x, t) et
w′m(r, x, t) suivant la direction radiale r. Rappelons que la limite entre les deux jets a` la sortie
de la buse est r = Ri/Ro = 0, 42. Nous pre´sentons dans ce qui suit le mode le plus amplifie´
m = 8 et le mode m = 4 qui est le seul a` eˆtre observe´ expe´rimentalement. Les autres modes
peuvent eˆtre consulte´s dans l’annexe C.
Sur les figures (5.8)-(5.9) sont repre´sente´es les perturbations longitudinale, radiale et azimu-
tale dans les plans me´ridien et transversal pour les modes m = 4 et m = 8. Ces figures montrent
que les structures tourbillonnaires pour ces deux modes sont localise´es pre`s de la paroi. Elles
semblent trouver leur origine dans la rotation qui est confine´e dans le jet annulaire. La raison
pour laquelle les structures de Kelvin-Helmholtz ne sont pas observe´es est due au buffer domain
et au terme de filtrage du mode global qui amortissent les instabilite´s convectives aux temps longs.
Les structures proches de la paroi le long de l’e´coulement peuvent e´voquer des instabilite´s
centrifuges de Taylor-Couette rencontre´es dans un e´coulement entre deux cylindres coaxiaux
tournants. Dans le cas e´tudie´, la vitesse azimutale adimensionne´e est maximale en r = 0, 74,
figure (5.1). Pour assimiler notre configuration a` l’installation de Taylor-Couette nous pou-
vons supposer l’existence d’un cylindre tournant de rayon R = 0, 74 et de vitesse angulaire
Ω = max(|Win|)/R dans le jet. Un nombre de Taylor de l’e´coulement e´tudie´ peut donc eˆtre
calcule´ par analogie avec l’e´coulement de Taylor-Couette
Ta =
Ω2(1−R)3(R+ 1)/2
ν2adim
= 5454 (5.3.2)
Cette valeur est supe´rieure a` la valeur critique Tac = 1708 a` partir de laquelle les structures
caracte´ristiques de l’e´coulement de Taylor Couette apparaissent.
Ceci n’est qu’un ordre de grandeur du nombre de Taylor car la vitesse du jet e´tant non
paralle`le, le rayon du cylindre ainsi de´fini n’est pas constant.
Dans le plan me´ridien, une nette ressemblance entre les modes m = 4 et m = 8 peut
eˆtre observe´e. Nous pouvons aussi ve´rifier dans ce plan les longueurs d’onde caracte´ristiques
2π/k associe´es au mode de Fourier avec la plus grande amplitude. Nous retrouvons pour le
mode m = 4, 2π/k = 2, 5 et pour m = 8, 2π/k = 1, 5. La repre´sentation des valeurs rms des
perturbations suivant la direction radiale et a` une position x donne´e (ici x = 7, 5), figure (5.10)
permet de remarquer la correspondance entre ces deux modes.
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Mode he´lico¨ıdal m = 4 :
Figure 5.8 – Perturbations dans les plans me´ridien et transversal (Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et
S = 0, 28, m = 4). La courbe blanche repre´sente le buffer domain
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Mode he´lico¨ıdal m = 8 :
Figure 5.9 – Perturbations dans les plans me´ridien et transversal (Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et
S = 0, 28, m = 8). La courbe blanche repre´sente le buffer domain
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Figure 5.10 – Valeur rms de la vitesse de la perturbation suivant la direction radiale calcule´s
en x = 7, 5 pour m = 4 et m = 8 (Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28)
Les structures instationnaires qui apparaissent le long de l’e´coulement sont lie´es a` des me´ca-
nismes d’instabilite´. L’objectif de cette partie est d’identifier ces me´canismes. Le comportement
des modes m = 4 a` m = 10 e´tant identique, nous pre´sentons ici uniquement les re´sultats
des modes m = 4 et m = 8. Graˆce a` l’e´quation re´gissant l’e´volution temporelle de l’e´nergie
cine´tique de la perturbation, nous pouvons de´terminer quels sont les termes qui de´stabilisent
l’e´coulement. Cette e´quation obtenue a` partir des e´quations de Navier-Stokes line´arise´es est
rappele´e dans l’annexe D. Elle comporte des termes de production PI et PII , de corre´lation
pression/de´formation Pp, des termes de dissipation D > 0, des termes de production lie´s au
non paralle´lisme de l’e´coulement PIII et d’autres termes qui peuvent eˆtre dus a` l’instabilite´s de
Taylor-Couette T C.
DE
Dt
= PI + PII + PIII + Pp + T C − 1
Re
D (5.3.3)
Les termes dominants dans cette e´quation sont les termes de production dus au cisaillement
PI et a` la rotation PII et le terme de´stabilisant de Taylor-Couette T C de´finis par
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PI = −u′mv′m
∂U
∂r
, PII = −v′mw′m
∂W
∂r
et T C = Wv
′w′
r
− V w
′2
r
(5.3.4)
Les cartographies de ces termes de transfert d’e´nergie de l’e´tat de base vers les perturbations
PI , PII et T C sont repre´sente´es sur les figures (5.11) pour le mode 4 et (5.12) pour le mode 8
en e´chelle logarithmique. Ces figures permettent de remarquer que les me´canismes d’instabilite´
responsables d’une augmentation de l’e´nergie cine´tique de la perturbation pre`s de la paroi sont
le cisaillement et l’instabilite´ centrifuge qui sont dominants tous les deux dans le jet annulaire.
Les instabilite´s a` l’interface entre les deux jets, purement convectives ne sont pas visibles car
elles sont amorties par le buffer domain et le terme de se´lection du mode global, figure (5.7).
Mode he´lico¨ıdal m = 4 :
Figure 5.11 – Transfert d’e´nergie de l’e´tat de base vers les perturbations : contribution du
cisaillement PI , contribution de la rotation PII et du terme de´stabilisant de Taylor-Couette T C
(m = 4). Les valeurs ne´gatives de ces termes sont faibles et ne sont pas pre´sente´es ici
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Mode he´lico¨ıdal m = 8 :
Figure 5.12 – Transfert d’e´nergie de l’e´tat de base vers les perturbations : contribution du
cisaillement PI , contribution de la rotation PII et du terme de´stabilisant de Taylor-Couette T C
(m = 8). Les valeurs ne´gatives de ces termes sont faibles et ne sont pas pre´sente´es ici
La non contribution du cisaillement entre les deux jets a` la de´stabilisation de l’e´coulement
pre`s de la paroi peut eˆtre ve´rifie´e par suppression du cisaillement dans le profil de base, figure
(5.13). Le profil de la vitesse azimutale reste le meˆme (5.1). Les champs de vitesses dans le
plan me´ridien, figure (5.14) montrent que la nature des modes est encore de type proche paroi.
Ne´anmoins le taux de croissance de la perturbation de´croˆıt. En effet, il passe de ω = 0, 122 a`
ω = 0, 011 pour le mode m = 8.
Figure 5.13 – Profil de la vitesse longitudinale non cisaille´ a` l’interface entre les deux jets
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Figure 5.14 – Perturbations dans les plans me´ridien et transversal (Re = 1578, 4 et S = 0, 28,
m = 8). La courbe blanche repre´sente le buffer domain
5.4 Comparaison avec les re´sultats expe´rimentaux
Nous comparons sur la figure (5.15) les vitesses azimutales moyenne´es dans le temps d’origine
expe´rimentale W avec l’e´tat de base azimutal stationnaire calcule´ W (r, x) aux positions (a)
x = 0, (b) x = 3, 36, (c) x = 4, 2 et (d) x = 5, 04 ou` les mesures de vitesses dans les plans trans-
versaux ont e´te´ re´alise´es. Notons que les mesures dans le plan me´ridien sont effectue´es jusqu’a`
x = 1, 4, ce qui ne permettra pas une comparaison des vitesses longitudinales mesure´e et calcule´e.
La diffe´rence observe´e entre l’e´tat de base azimutal calcule´ et la vitesse mesure´e est due aux
tensions de Reynolds puisque le champ moyenne´ en temps n’est pas une solution des e´quations
de Navier-Stokes.
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(a) (b)
(c) (d)
Figure 5.15 – Comparaison de l’e´tat de base stationnaire W avec la vitesse moyenne´e en
temps W mesure´e par PIV a` diffe´rentes positions x, (a) x = 0, (b) x = 3, 36, (c) x = 4, 2 et (d)
x = 5, 04, dans le cas 7 (Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28)
Les visualisations par tomographie laser de l’e´coulement et les mesures par PIV des champs
de vitesses ont de´termine´ le mode 4 comme le mode le plus instable pour ces valeurs de para-
me`tres (Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28). Les re´sultats de la stabilite´ line´aire des modes
m = 4 a` 10 ont montre´ quant a` eux, que le mode posse´dant le taux de croissance le plus
amplifie´ e´tait le mode m = 8. Cette diffe´rence de se´lection des modes peut eˆtre due a` la taille
du domaine de calcul qui pose des proble`mes de convergence spatiale des modes bien que nous
ayons choisi la taille de la veine d’essai comme longueur du domaine. La question que nous
pouvons se poser aussi est de savoir si ce mode observe´ n’est pas duˆ aux effets non line´aires. Nous
pouvons aussi mentionner que l’instabilite´ obtenue nume´riquement est oscillante (σ = 0, 636
pourm = 4 et σ = 0, 705 pourm = 8) alors que l’expe´rience montre un mode stationnaire (σ = 0)
Les vitesses de la perturbations calcule´es pour le mode m = 4 et ses voisins (m = 5 a` 10) de
comportement tre`s semblable ont permis de de´terminer la position spatiale de ces modes et de
conclure que se sont des modes localise´s proche de la paroi, figure (5.16)-(a). Le maximum de la
valeur rms w′rms est atteint en r = 0, 87 aux positions x = 3, 36, x = 4, 2 et x = 5, 04, figure (5.17).
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(a)
x = 4, 2
(b)
Figure 5.16 – Perturbation azimutale (a) nume´rique, (b) expe´rimentale (en valeur rms) a` la
position x = 4, 2 (cas 7 Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28), m = 4
(a) (b)
(c)
Figure 5.17 – Valeur rms de la vitesse de la perturbation azimutale w′rms obtenue expe´rimen-
talement et nume´riquement pour m = 4 aux positions (a) x = 3, 36, (b) x = 4, 2 et (c) x = 5, 04
(Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28)
Les fluctuations de vitesse mesure´es expe´rimentalement ont e´galement identifie´ le mode
m = 4 comme mode de proche paroi, figure (5.16)-(b) avec un maximum de w′rms atteint en
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r = 0, 9 a` la position x = 3, 36, en r = 0, 7 a` x = 4, 2 et en r = 0, 62 a` x = 5, 04, figure (5.17).
La position radiale de l’amplitude maximale de la fluctuation s’e´loigne de la paroi de la veine
lorsque x augmente. Ceci n’est pas observe´ par le calcul nume´rique et peut eˆtre duˆ a` la taille du
domaine de calcul qui n’est pas assez longue pour permettre la convergence spatiale des modes
ou aux effets non line´aires.
5.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons analyse´ la stabilite´ line´aire des jets coaxiaux pre´sentant une
rotation dans le jet annulaire. Cette e´tude est base´e sur les outils nume´riques du chapitre
pre´ce´dent. Le cas choisi ici est le cas 7 correspondant a` un nombre de Reynolds Re = 1578, 4,
un rapport des vitesses de´bitantes ξ = 0, 63 et un nombre de Swirl S = 0, 28.
Tout d’abord une construction de l’e´tat de base stationnaire a` partir des vitesses longitu-
dinale et azimutale moyenne´es en temps mesure´es par PIV a` la position x = 0 est effectue´e.
L’e´tat de base est ensuite injecte´ dans le code de stabilite´ line´aire pour une analyse globale de
l’e´coulement mode par mode. Une e´tude parame´trique pour les dix premiers modes de Fourier
azimutaux m est re´alise´e. Seuls les re´sultats des modes 4 a` 10 ont e´te´ retenus. Cette e´tude
montre que le mode de taux de croissance le plus e´leve´ correspond au mode he´lico¨ıdal m = 8,
alors que le mode observe´ expe´rimentalement est le mode 4. Cette diffe´rence peut eˆtre due a` la
taille du domaine de calcul choisi qui n’est pas suffisamment grande pour permettre d’atteindre
la convergence spatiale ou a` une se´lection non line´aire des modes.
La re´ponse impulsionnelle de l’e´coulement a montre´ que les modes m = 4 a` 10 sont instables.
L’e´volution de la perturbation dans la direction radiale a permis de localiser ces modes aupre`s
de la paroi. Ce comportement est e´galement observe´ expe´rimentalement ou` les fluctuations du
mode 4 sont plus importantes dans l’intervalle r ∈ [0, 42; 1] avec un maximum d’e´nergie proche
de la paroi pour diffe´rentes positions x.
Les me´canismes d’instabilite´ responsables de l’amplification de la perturbation proche de la
paroi peuvent eˆtre identifie´s a` partir des termes de transfert d’e´nergie de l’e´tat de base vers
les perturbations. La cartographie des termes de production montre que les instabilite´s de
cisaillement proche paroi et les instabilite´s centrifuges contribuent toutes les deux a` l’amplification
de l’e´nergie cine´tique de la perturbation pre`s de la paroi. En ce qui concerne les instabilite´s de
cisaillement a` l’interface entre les deux jets, elles ne sont pas observe´es car elles sont de nature
convective et donc sont amorties par le buffer domain et par le terme de filtrage applique´s aux
e´quations de la perturbation.

Conclusion ge´ne´rale et perspectives
Ce travail a pour objectif d’e´tudier la stabilite´ line´aire globale des jets coaxiaux pre´sentant
une rotation dans le jet annulaire (JCAT) et ou` le jet central est plus rapide que le jet exte´rieur.
Cette e´tude s’est de´roule´e en trois parties. La premie`re concerne la visualisation de l’e´coulement
par tomographie laser et l’influence des parame`tres (Re, ξ, S) sur sa dynamique. La deuxie`me par-
tie porte sur les mesures de champs de vitesses de l’e´coulement par PIV dans le plan me´ridien et
les plans transversaux. La troisie`me partie consiste a` e´tudier la stabilite´ line´aire du JCAT. L’e´tat
de base utilise´ dans cette analyse est construit a` partir des profils de vitesses expe´rimentaux
mesure´s a` la sortie du jet. La solution calcule´e a` partir de cet e´tat de base est stationnaire, axisy-
me´trique et son e´volution suivant la direction longitudinale est non paralle`le. La stabilite´ de cet
e´coulement est e´tudie´e suivant une approche globale. Nous rappelons ici les principaux re´sultats
obtenus pour chacune des trois parties et nous pre´sentons les perspectives qu’ouvrent ces travaux.
Les visualisations du JCAT par tranche lumineuse ont e´te´ re´alise´es pour suivre le processus
de de´veloppement et d’amplification des instabilite´s dans cet e´coulement. Les structures pri-
maires de Kelvin-Helmholtz se manifestent a` l’interface entre les deux jets, s’amplifient en aval
de l’e´coulement et s’apparient avec les structures voisines amenant la formation de tourbillons
de longueurs d’onde plus e´leve´es. Les structures primaires deviennent vite le sie`ge d’instabilite´s
azimutales. Ces dernie`res s’entremeˆlent avec les anneaux toriques de Kelvin-Helmholtz qui vont
perdre par la suite leur axisyme´trie. L’influence du nombre de Reynolds, du rapport des vitesses
de´bitantes et du nombre de Swirl sur la dynamique du JCAT sont analyse´es. Rappelons que
ces parame`tres sont lie´s les uns aux autres. Une acce´le´ration du processus d’amplification et
d’appariement des structures de Kelvin-Helmholtz est observe´e lorsque le rapport des vitesses
(et donc le nombre de Swirl) augmente. La rotation dans le jet annulaire provoque la diminution
du nombre d’onde azimutal, tandis que le nombre de structures secondaires croˆıt lorsque le
nombre de Reynolds augmente.
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Les vitesses instantane´es, moyennes et fluctuantes du JCAT ont e´te´ mesure´es par PIV pour
diffe´rents nombres de Reynolds et rapports de vitesses. Le profil de la vitesse longitudinale
a` la sortie de la buse est de type bouchon. Cependant, ce profil pre´sente une zone de sillage
due a` la buse qui finit par disparaˆıtre par effets d’entrainements visqueux et par le mouvement
tourbillonnaire. Les champs de vitesse mesure´s dans les plans transversaux ont permis de retrou-
ver les structures azimutales observe´es par tomographie. Nous remarquons que ces structures
he´lico¨ıdales ne subissent aucun mouvement de rotation. Cependant, elles sont perturbe´es par le
passage des instabilite´s de Kelvin-Helmholtz qui ont tendance a` les e´jecter vers les bords du jet.
Une analyse de Fourier a e´te´ re´alise´e dans la direction azimutale dans le but de retrouver le mode
le plus amplifie´ ainsi que les contributions des autres modes et leur compe´titions. Celle-ci permet
aussi de de´terminer l’e´volution de chaque mode suivant la direction radiale. Nous nous sommes
focalise´s dans cette partie sur l’e´tude des cas 7 et 11 de parame`tres dynamiques (Re = 1578, 4,
ξ = 0, 63 et S = 0, 28) et ( Re = 4343, 2, ξ = 0, 17 et S = 0, 075) respectivement. Le mode
dominant azimutal identifie´ pour le cas 7 est m = 4. La norme du champ de vitesse dans le
plan azimutal atteint son maximum a` proximite´ de la paroi et les valeurs rms de la fluctuation
azimutale sont plus importantes dans le jet annulaire avec un maximum d’e´nergie e´galement
proche de la paroi. Concernant le cas 11, plusieurs modes rentrent en compe´tition (m = 6, 7, 8
et parfois m > 8). Ici, nous ne parlons plus de mode dominant mais de modes principaux.
Ne´anmoins, le mode 8 est plus fre´quemment observe´. Ce dernier est souvent pre´sent dans le cas
de jet sans rotation. Les valeurs rms des fluctuations de ce mode sont plus intenses a` l’interface
entre les deux jets.
Les profils de vitesses longitudinales et azimutales mesure´es a` la sortie de la buse et moyen-
ne´es en temps, nous ont servi pour e´tablir l’e´tat de base stationnaire non paralle`le pour l’e´tude
de la troisie`me partie. Dans cette partie, seul le cas 7 a e´te´ e´tudie´. La comparaison de la solution
de base calcule´e et le champ moyen pour les positions axiales x = 3, 36, x = 4, 2 et x = 5, 04 ou`
les mesures par PIV ont e´te´ effectue´es a montre´ un e´cart entre celles-ci. Cet e´cart peut re´sulter
des tensions de Reynolds car le champ moyenne´ en temps n’est pas une solution des e´quations
de Navier-Stokes. L’e´tat de base calcule´ est ensuite injecte´ dans le code nume´rique pour l’e´tude
de la stabilite´ line´aire globale de l’e´coulement. La me´thode nume´rique de´veloppe´e est base´e sur
la re´solution des e´quations de Navier-Stokes par des me´thodes pseudo-spectrales. Le champ
de la vitesse de la perturbation est e´value´ dans l’espace spectral de Petrov-Galerkin pour la
discre´tisation dans la direction radiale et dans l’espace de Fourier pour la discre´tisation dans les
directions axiale et azimutale. L’inte´gration temporelle est re´alise´e avec un sche´ma implicite a`
pas multiple d’Adams Bashforth d’ordre quatre.
Une e´tude parame´trique sur les diffe´rents modes azimutaux (m = 1 a` 10) a e´te´ re´alise´e. Le
taux de croissance de la perturbation est e´value´ a` partir de son e´nergie cine´tique. Le mode
global le plus instable est se´lectionne´ via un terme de filtrage applique´ aux e´quations de la
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perturbation. Les re´sultats des trois premiers modes n’ont pas e´te´ retenus car leur calcul dans
deux grilles diffe´rentes a donne´ des re´sultats diffe´rents. Cette e´tude a permis d’identifier le mode
he´lico¨ıdal m = 8 comme le mode le plus instable. Cependant, les visualisations par tomographie
laser et les mesures par PIV montrent que le mode 4 est le mode dominant. Cette diffe´rence
peut e´ventuellement venir de la taille du domaine que nous avons choisi pour ce calcul. Celle-ci
n’a pas pu eˆtre suffisamment longue pour atteindre la convergence spatiale des modes pour
des raisons de temps de calcul prohibitifs. La re´ponse impulsionnelle de l’e´coulement dans le
diagramme spatio-temporel a indique´ que les modes m = 4 a` 10 sont globalement instables.
L’e´volution des vitesses de la perturbation (u′m, v
′
m et w
′
m) en fonction de la coordonne´e
radiale ont permis de de´terminer la position spatiale des modes azimutaux. En effet, ces derniers
sont localise´s a` proximite´ de la paroi. Ces positions ont e´te´ identifie´es expe´rimentalement
entre 0,42 et 1 avec une amplitude de la fluctuation plus importante aupre`s de la paroi. Les
me´canismes d’instabilite´ responsables de ce comportement a` proximite´ de la paroi ont e´te´
identifie´s a` partir des termes de transfert d’e´nergie de l’e´tat de base vers les perturbations. Ces
me´canismes d’amplification sont dus au cisaillement proche de la paroi et a` la rotation qui
contribuent tous les deux a` la croissance de l’e´nergie cine´tique de la perturbation au voisinage
de la paroi. Les instabilite´s de cisaillement entre les deux jets n’ont pas e´te´ observe´es. Nous
pouvons supposer qu’elles sont de nature convective et donc sont amorties par le buffer domain et
par le terme de filtrage applique´ aux e´quations de Navier-Stokes pour la se´lection du mode global.
La contrainte majeure dans ce travail a e´te´ la taille du domaine de calcul conside´re´e. En
effet, l’utilisation d’une boˆıte de calcul de grande dimension (proportionnelle au nombre de
Reynolds de l’e´coulement a` e´tudier) devrait permettre la convergence spatiale des modes. Les
re´sultats obtenus seront plus cohe´rents pour une comparaison avec les re´sultats expe´rimentaux.
Cependant, un tel domaine de calcul demande de conside´rer plus de points pour pouvoir capturer
les phe´nome`nes physiques mis en jeux ce qui va sans doute se re´percuter sur le temps de calcul.
L’avancement de ces travaux a e´te´ limite´ par la puissance du calculateur utilise´.
Il serait maintenant inte´ressant d’approfondir cette e´tude en utilisant des boites de tailles
plus importantes avec des grilles adapte´es et un couˆt de calcul moins e´leve´. Pour cela, il faut
optimiser le code de la me´thode de calcul nume´rique, ce qui revient a` de´composer le domaine
de calcul en sous-domaines et de paralle´liser les calculs.
Le code que nous avons imple´mente´ permet d’e´tudier une large gamme d’e´coulements.
Son ame´lioration permettra de retrouver les re´sultats de la stabilite´ line´aire propose´s dans la
litte´rature et de valider ainsi le code de calcul nume´rique. Une deuxie`me e´tape inte´ressante
consistera a` analyser la stabilite´ globale des autres cas que nous avons e´tudie´s expe´rimentale-
ment (2.5) et pour lesquels nous disposons des mesures des champs de vitesses par PIV. Les
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structures qui apparaissent le long de l’e´coulement du JCAT peuvent e´voquer des instabilite´s
centrifuges de type Dean rencontre´es dans un canal incurve´ et qui se manifestent sous forme de
paires de tourbillons contra-rotatifs longitudinaux suivant la paroi concave dans la direction de
l’e´coulement. Il sera donc important de comparer la valeur du nombre de Dean De des diffe´rents
cas e´tudie´s avec la valeur critique Dec donne´e par la litte´rature.
Les modes azimutaux que nous avons e´tudie´s dans cette the`se sont tous globalement instables.
Il sera inte´ressant d’approfondir cette e´tude parame´trique en introduisant la ge´ome´trie de la
buse dans le domaine de calcul. En effet, celle-ci peut avoir une influence sur la nature de
l’instabilite´.
Annexe A
Me´thode spectrale de
Petrov-Galerkin
Les fonctions de base et les fonctions tests utilise´es dans ce travail sont propose´es dans
[MT03].
A. Fonctions de base
Soient hn et gn deux fonctions paires et analytiques, de´finies par :
hn(r) = (1− r2)T2n(r) et gn(r) = (1− r2)hn(r)
ou` T2n est un polynoˆme de Chebyshev d’ordre 2n : T2n(r) = cos(2n arccos(r)).
Le facteur (1− r2) est introduit pour satisfaire les conditions aux limites en r = ±1.
A partir de l’e´quation (4.3.22), deux cas sont distingue´s :
1. Champ axisyme´trique (m = 0) :
Vm,1ln =

0
rhn(r)
0
 et Vm,2ln =

−ikrgn(r)
0
d
dr
(rgn(r)) + gn(r)
 (A.0.1)
2. Champ he´lico¨ıdal (m 6= 0) :
Vm,1ln =

−imrσ−1gn(r)
d
dr
(rσgn(r))
0
 et Vm,2ln =

0
−ikrσ+1hn(r)
imrσhn(r)
 (A.0.2)
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avec σ =
{
2 (m pair)
1 (m impair)
si le nombre d’onde axial k est nul, la troisie`me composante de Vm,2ln sera remplace´e par hn(r).
B. Fonctions tests
Les fonctions tests permettant la projection dans l’espace de Petrov-Galerkin sont engendre´es
par Wm,1ln et W
m,2
ln de´finis comme suivant
1. Champ axisyme´trique (m = 0) :
Wm,1ln =
1√
1− r2

0
hn(r)
0
 (A.0.3)
Wm,2ln =
1√
1− r2

ikr2gn(r)
0
d
dr
(r2gn(r)) + rgn(r) + r
3hn(r)
 (A.0.4)
2. Champ he´lico¨ıdal (m 6= 0) :
Wm,1ln =
1√
1− r2

imrβgn(r)
d
dr
(rβ+1gn(r)) + r
2+βhn(r)
0
 (A.0.5)
Wm,2ln =
1√
1− r2

0
−ikrβ+2hn(r)
imrβ+1hn(r)
 (A.0.6)
avec β =
{
0 (m pair)
1 (m impair)
si k = 0, la troisie`me composante de Wm,2ln sera e´gale a` r
1−βhn(r).
Annexe B
Stabilite´ de l’e´coulement
La stabilite´ globale de l’e´coulement peut eˆtre de´termine´e a` partir du diagramme spatio-
temporel. Ce dernier est repre´sente´ ci-dessous pour les diffe´rents modes e´tudie´s. Le filtre est
applique´ a` partir de t = 100 permettant la se´lection du mode global.
A. m=4
Figure B.1 – E´volution de l’amplitude de l’e´nergie cine´tique dans le temps et dans l’espace
pour le mode 4. La courbe blanche repre´sente le buffer domain : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et
S = 0, 28
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B. m=5
Figure B.2 – E´volution de l’amplitude de l’e´nergie cine´tique dans le temps et dans l’espace
pour le mode 5. La courbe blanche repre´sente le buffer domain : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et
S = 0, 28
C. m=6
Figure B.3 – E´volution de l’amplitude de l’e´nergie cine´tique dans le temps et dans l’espace
pour le mode 6. La courbe blanche repre´sente le buffer domain : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et
S = 0, 28
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D. m=7
Figure B.4 – E´volution de l’amplitude de l’e´nergie cine´tique dans le temps et dans l’espace
pour le mode 7. La courbe blanche repre´sente le buffer domain : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et
S = 0, 28
E. m=9
Figure B.5 – E´volution de l’amplitude de l’e´nergie cine´tique dans le temps et dans l’espace
pour le mode 9. La courbe blanche repre´sente le buffer domain : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et
S = 0, 28
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F. m=10
Figure B.6 – E´volution de l’amplitude de l’e´nergie cine´tique dans le temps et dans l’espace
pour le mode 10. La courbe blanche repre´sente le buffer domain : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et
S = 0, 28
Comme nous l’avons explique´ pour le mode 8, le buffer domain repre´sente´ par la courbe
blanche, agit sur les instabilite´s convectives et le terme de filtrage −χ(u′ − u′st) ajoute´ au
e´quations de la perturbation permet de se´lectionner le mode global. Le taux de croissance de
ces diffe´rents modes est positif, nous pouvons conclure d’apre`s le digramme spatio-temporel que
ces modes sont globalement instables.
Annexe C
Nature des modes
La repre´sentation des modes propres dans le plan me´ridien (r, x) ou dans les plans azimutaux
permets de distinguer la nature des modes. Nous pouvons remarquer que tous ces modes sont
localise´s pre`s de la paroi. Les vitesses longitudinales ainsi que les vitesses radiales de ces modes se
ressemblent. Pour les nombres d’onde m ≥ 8, les structures deviennent davantage plus voisines
de la paroi.
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A. m=5
Figure C.1 – Perturbations dans les plans me´ridien et transversal. La courbe blanche repre´sente
le buffer domain : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28, m = 5
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B. m=6
Figure C.2 – Perturbations dans les plans me´ridien et transversal. La courbe blanche repre´sente
le buffer domain : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28, m = 6
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C. m=7
Figure C.3 – Perturbations dans les plans me´ridien et transversal. La courbe blanche repre´sente
le buffer domain : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28, m = 7
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D. m=9
Figure C.4 – Perturbations dans les plans me´ridien et transversal. La courbe blanche repre´sente
le buffer domain : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28, m = 9
ANNEXE C. NATURE DES MODES 164
E. m=10
Figure C.5 – Perturbations dans les plans me´ridien et transversal. La courbe blanche repre´sente
le buffer domain : Re = 1578, 4, ξ = 0, 63 et S = 0, 28, m = 10
Annexe D
Me´canismes d’amplification
Les me´canismes d’amplification de l’instabilite´ dans l’e´coulement peuvent eˆtre de´duits
de l’e´quation de l’e´nergie cine´tique E. Celle-ci est obtenue a` partir des e´quations de Navier-
Stokes line´arise´es dans le repe`re cylindrique (r, θ, x). Nous de´finissons l’ope´rateur
D.
Dt
par
D.
Dt
=
∂.
∂t
+U.grad. ou` U = Uex + V er +Weθ est l’e´tat de base de l’e´coulement.
DE
Dt
=
−(u′v′∂U
∂r
+ v′2
∂V
∂r
+ v′w′
∂W
∂r
) terme de production duˆ au cisaillement et a` la rotation
−(u′2∂U
∂x
+ u′v′
∂V
∂x
+ u′w′
∂W
∂x
) terme de production lie´ au non paralle´lisme de l’e´coulement
−(u′∂p
′
∂x
+ v′
∂p′
∂x
− w
′
r
∂p′
∂θ
) corre´lation fluctuation pression
+(
Wv′w′
r
− V w
′2
r
) terme de´stabilisant de Taylor-Couette
− 1
Re
D terme de dissipation
ou`
D = −
[
u′
∂2u′
∂x2
+ u′
∂2u′
∂r2
+
1
2r
∂u′2
∂r
+
u′
r2
∂2u′
∂θ
]
−
[
v′
∂2v′
∂x2
+ v′
∂2v′
∂r2
+
1
2r
∂v′2
∂r
+
v′
r2
∂2v′
∂θ
− v
′2
r2
− 2v
′
r2
∂w′
∂θ
]
−
[
w′
∂2w′
∂x2
+ w′
∂2w′
∂r2
+
1
2r
∂w′2
∂r
+
w′
r2
∂2w′
∂θ
− w
′2
r2
+
2w′
r2
∂v′
∂θ
]
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